Opgavelosninger til Matematik G — Sommer 99 eksamen 1

Opgave 1

a) Idet Laplace-transformen af y betegnes Y = L{y} fas

1
Ly} =sY —y(0)=sY —1=L{z—y}= 5 -V
S
eller
1 1 1 2 11
Y=1+5 = Y= -~ -1
(s+1) +82 S+1+82(S—|—1) S+1+32 -

Den inverse Laplace-transformation af denne ligning giver resultatet:

y=ylx)=2e"+ax—1 ; y(1) = 0.7358

b) Runge-Kutta algoritmen er beskrevet i tabel 20.4 pa side 1040. Her er
h:17 $O:07y02170gf(m7y):x_y:

ky = hf(zg,y0) = hf(0,1) = —1
ky = hf(zo+ sh,yy + 3k1) = hf(0.5,0.5) = 0
kg = hf(zg+ 2h,yy + 3ky) = hf(0.5,1) = =05
ky=hf(zg+ h,yy+k3) = hf(1,0.5) =0.5

og dermed
y(1) = yy =1+ (k) + 2ky + 2ks + ky) =1+ L(=1+0—1+0.5) = 0.75

c¢) Funktionen y = y(z) gar gennem (z,y) = (0,1) med heeldningen y' = —1
og gennem (z,y) = (1,0.7358) med haldningen ¢y’ = x — y = 0.2642.

y' skifter fortegn mellem de to punkter, og minimumspunktet bestemmes af
Y =1 —y=—2exp(—z)+ 1 =0, som har lgsningen

r=In2 = y=In2=0.693L

I greensen x — oo fas den asymptotiske opforsel y(z) — y = x — 1.

4
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Opgave 2

a) Sandsynlighederne er bestemt ved Poisson fordelingen, som har frekvens-
funktionen:
x 2$

fpla) =St =

hvor x er antallet af henfald i tidsintervallet ¢t = 2/\ og u = M = 2 er
middelveerdien. Dvs.

x!e?

P(X >3)=1-Fp(2) = 1—fp(0)—fp(1)— fp(2) = 1—6%(1+2+2) = 0.3233

(se ogsa tabel A6 side A100).

b) I greensen > 1 er

R I N
P — \/%0_ ) 2
Dvs.
M+AM
Plu—Ap < X < pt-Ap) = / L, TPads = ®(Au/o)~B(~dp/o) = 0.95

som medfgrer Ap/o = 1.960 (tabel A8). Indseettes Ay = 0.054 og 0 = /1
fas

0.05

SR 1960 = u= 1537

\/ﬁ
c) I det generelle tilfeelde er pn = At og p(t) = fp(0) = exp(—At), dvs.
Fit)y=1—e™ | fort>0
Med denne fordelingsfunktion fas:
fO) =F'(t)=Xxe | fort>0

og
A > A
G (uT)) / Ae(tm NV gt = L
(u) = (exp(u e [ —¢ ) P

idet det er forudsat at A —u > 0. Momenterne kan beregnes direkte, men
udnyttes den moment-genererende funktion fas:

e A _ h—1
<T>_G(O) ()\—’LL)2 u:O_—
(1% = G"(0) = o | =7

og dermed
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Opgave 3
: : : or
a) De kovariante basisvektorer er givet ved (19.50) eller (19.53): e; = R
u
dvs.
or or or
61:£:<_Oﬁ670) ) 92:%:(6704’0) ) 832%:(0,07—1)
Heraf bestemmes den metriske tensors kovariante komponenter
2 2
o+ 0 0
{ogf={eret=| 0o 4@ 0] o8 vi=o'+s

0 0 1

Ifglge (19.63) er gijgjk = §¢ (g¥-matricen er den inverse til g;;-matricen):

1
_ 0 0
3 _ 2432
@ ={w) =", 1
a? 4 32
0 0 1

b) Indseettes x, y, 2z 1 funktionsudtrykket fas: f(«, 3,7v) = %(az - 52)2 + 72,
og dermed

of of of
U1:%=a(a2+52) ; UQZ%:ﬁ(Of2+52) ; 032%:2_
ol — gljvj . : 02 — QZjUj -3 : o3 — g3jvj — 2y

Det indre produkt af v med sig selv er

vy =0t o+ ogb = (024 5P+ 42 = 4f (e B,7)

og ifplge (19.95) er V.v = %%(\/ﬁvz)
— el e} + g{ie + 5+ 5 {e + )
= it B8 a2’ )] = 6

Benyttes det kartesianske koordinatsystem fas:
v=V(rr)=2zy,z) , v-v=4aP+y’+2) , V-v=242+42=6

som er de samme resultater som ovenfor. Dette er i overensstemmelse med
at v er en 1. ordens tensor og dermed at kontraktionerne v -v og V - v er
skalare stgrrelser, der er uathaengige af koordinattransformationen.
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Opgave 4
a) bb, = a= %% = q¥ = ¢, som betyder, at b; ! = b, og at ordenen af de
forskellige elementer er:

1. orden: e; 2. orden: by, by, b3, by, bs; 5. orden: a, a2, a3, a*.

Udregning af de 4 konjugationer giver:
aPala? = g4
-1 _— _ _ —2p+4q+2p _ 4q _ , —
b, alb, =b,a’b, = b,by,, =a PP =™ = a1
a Pbyal =a"Pby s, = b,
-1 _ —2q+2p _ _
by bgby = bpa = bp—6g+6p = Dap—q
Resultaterne viser at G’s konjugationsklasser er
4 2
Ke = {6}; Ka = {Cl, a }; Ka2 = {a ) CL3}; Kb = {bla b27 b37 b47 b5}

b) Antallet af ikke-sekvivalente irreducible repraesentationer =
antallet af konjugationsklasser = 4.

Repraesentationernes grader ny-n, bestemmes af n? +n3 +n3 +n? = r = 10,
som har lgsningen ny =ny = 1 ogng =n,y = 2.

Karaktertavle:
K, 2K, 2K 5K,
Ay 1 1 1 1
A, 1 1 1 -1
Ey 2 Ty Y1 <1
E, 2 Ty Yo 2

Kommentarer til karaktertavlen:

D) x(1) =,

2) Alle konjugationsklasser indeholder bade et element og dets inverse = alle
karakterer er reelle, og i de éndimensionale tilfselde er x 4, = 1.

3) Ortogonalitet af de to forste reekker = x 4, (Kj) = —1 er eneste lgsning.

De resterende 6 ubekendte kan bestemmes pa folgende made:
Normering af sidste sgjle: 5[12 + (=1)2+ 22 + 23] =10 = 2z, =2 =0,
Ortogonalitet af 1. og 2. sgjle: 1+ 14221 + 229 =0 = 25=-1—-12

Normering af 2. sgjle: 2[1+ 1+ 2% + 23] = 10, som ved indsattelse af zo giver

tr—-1=0 = r=a= @ = Ip=—-l-a= —@
(andengradsligningen har rgdderne @ og —1 — « og valget z; = —1 — « vil

kun betyde en ombytning af de to sidste raekker i karaktertavlen).
Y1 0g Y, bestemmes af de to samme ligninger. Benyttes fx at 1. og 3./4.
raekke skal veere ortogonale fas, at 1 = o medfgrer:

p=-1l-a=-Y1 og y=a= Y5l




