Supplement til sandsynlighedsregning
og matematisk statistik

1. Bevis for teorem 4b i §23.3

Teorem 4:

Antallet af forskellige kombinationer med k elementer, der kan dannes ud af n
forskellige elementer, er

n—i—k—l)

uden gentagelser: (n) med gentagelser: ( I

k

Det er teorem (4b), hvor de enkelte elementer kan optraede fra 0 til k gange i de
enkelte kombinationer, der skal bevises.

Leerebogen foreslar at bevise ssetningen ved induktion:

Teoremet er korrekt for n = 1 for en vilkarlig veerdi af k: Der er kun den ene
mulighed, at alle k elementer er ens.

Teoremet antages korrekt for n — 1 elementer (for en vilkarlig veerdi af k), og
skal med denne forudsaetning vises at veere gyldig for n elementer:

Vi starter med de n — 1 elementer og danner alle mulige kombinationer med &
elementer (med gentagelser): (”_1‘1';]“_1)

Til disse muligheder skal vi addere alle dem, hvor det nte element optreeder 1
gang, svarende til alle mulige kombinationer med k—1 elementer valgt ud blandt
de resterende n — 1 elementer: (nflzfilfl)

Naeste led er de kombinationer, hvor det nte element optraeder to gange, og hvor
der skal veelges k — 2 elementer ud af de n — 1 elementer, osv. indtil vi nar frem
til at alle k-elementer er det nte element, dvs. det samlede antal kombinationer
er:

() O (e () (1)

som kan omskrives til
Ek: (n—?—i—s) B Ek: (n—?—i—s)

s=0 § s=0 n—2

Benyttes ligning (13) i bogen (med k erstattet med n — 2 og gverste sum graense
n — 1 med k) fas, at summen er lig

E+1+n-2 _ n+k—1 _ n+k—1 Q.E.D.
n—2+1 n—1 k
Ligning (13), som benyttes i beviset, kan igen bevises ved induktion samt brug
af ligning (11) (som vi udledte ved regnegvelserne).
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Alternativt bevis for Teorem 4b

Teorem 4b kan omformuleres til, at antallet af mader k£ kugler kan fordeles i n

kasser er
n+k—1
k

hvis der ikke er begreensninger pa hvor mange kugler, der kan vere i de enkelte
kasser (svarende til Bose-statistik). En kugle i en kasse, svarer til at dette element
er udtrukket.

De n kasser stilles pa en rackke, og de k (sorte) kugler fordeles, fx som vist i
figur a). De k kugler plus de n — 1 skilleveegge betragtes under et, angivet som
hvide kugler i figur b). En vilkarlig kombination kan findes ved at udveelge k af
de hvide kugler i b) til at veere sorte og de resterende til at veere skillevaegge.
Et eksempel er vist i figur ¢). Her er skillevaeggene vist som hvide kugler, dvs.
der er 1 kugle i 1. kasse, 0i 2. kasse, 11 3. kasse, 2 i 4. kasse, osv. Antallet af
kombinationer er derfor det samme som antallet af mader, vi kan udveelge k af
de n — 1 + k hvide kugler i b) til at veere sorte kugler, hvilket netop er

o

a) |ee (o | jess| [ [o [ee [ o |
b) | @ o oo o @ o @

C) [ @ O ene e ® e O @
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2. Moivre’s seetning

Sandsynlighedstaetheden for binomialfordelingen:

f(z) = <n>panx (x=0,1,---,n) (2.1)

Xz

(¢ = 1 — p) kan betragtes i to greenser:

ey
For n — 0o og p — 0, saledes at A = np holdes konstant gar binomialfordelingen
mod Poisson-fordelingen: Indfgres A\ kan f(z) skrives

nn—1)---(n—xz+1)\" A\ 7 A\~
flz) = — g@_g)@_g) (2.2)
hvor ( e D . .
nn—1)---(n—x + T —
e zqy7ﬂm@— n)ﬁl (2.3)
for n — oo og
A\ nA nn-—1)X nn-—1)(0n-2)\
) T A TR
1\ A2 1 2\ A?
—1_ S DAY ( I Sl I 2.4
1A (1= )5 - (=) (- 2) 5+ (2.4)
2 A3 _x
Sl-A S =
Sidste faktor i (2.2) gar mod 1, dvs.
)\$
f(:t)—>—'e_/\ forn — oo (2.5)
x!

som er Poisson-sandsynlighedsteetheden med middelveerdi p = .

(IT)

Ud fra binomial-fordelingen kan vi na frem til en kontinuert fordeling ved at
fastholde p under graenseovergangen n — oo. Herved gar middelveerdien pu = np
og spredningen ¢ = /npq begge mod co. Dette ngdvendigggr en normering af
den oprindelige stokastiske variabel X, som erstattes med

_X—p
a g

Z

(2.6)

I greensen n — oo bliver Z en kontinuert stokastisk variabel og F(z = oz + p)
gar over i standard normalfordelingen, med middelveaerdien 0 og spredningen 1,
dvs. F(oz+4p) — ®(z) (De Moivre og Laplace’s graensevaerdisaetning), svarende
til ligning (11) pa side 1189 i bogen (hvis +0.5 i a og (3 negligeres).

I beviset udnyttes det, at det kun er opferslen af f(x) i en teet omegn af x = p,
der er afggrende, f(x) ~ 0 hvis |z — u| > ro, hvor r er af storrelsesordenen 5.
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Det betyder at omegnen relativt set, r,/npg/np — 0 for n — oo, og dermed at
vi dels kan benytte Stirlings formel for alle faktorerne i binomialkoefficienten, n
over z, og dels at vi kan udnytte en raekkeudvikling mht. A/u, hvor A =z — p:

Anvendes Stirlings formel (ligning (7) side 1163) i (2.1) fas:

2mnnte "

V2mzxte=t\/2m(n — x)(n — x)"~Te "t (2.7)

(7)) G2

Reekkeudvikles kvardratroden til Ote orden i A erstattes den af 1//2mnpq. For
det neeste led fas:

(%)x — exp {mln (%)] = exp [(u +A)In (/H/:Aﬂ

hvor
2
1 A A 1/(A
1 =—In(l+—)~—+=-|—
n(u+A> n(+u> u+2<u
og dermed
T AQ o 2
<@> ~ exp l—A——]:exp [np—m—wl (2.8)
T 2u 2np

og helt analogt

(n,?$>n—m ~ exp lnq —(n—2x)— %1 — exp lA B 2A_1 (2.9)

Ganger vi de to faktorer sammen fas

T n—x 2 2 2
<@) <nq) SO N ST . S Py .. S
x n—ax 2np 2n(1 — p) 2np(1 — p)

og nar npg = np(1 — p) erstattes med o? fas slutresultatet

fa)~ —Lexp [—ﬂ] (2.10)

o2 202

som er gyldigt i greensen p = np > 1. Det kan tilfgjes, at benyttes samme
fremgangsmade kan det vises at sandsynlighedstaetheden for Poisson fordelingen
for store veerdier af p kan tilneermes med den normale fordeling (2.10) med
o = /i. Bemark, at bogens tabel A6 over Poisson-fordelingen kun medtager
veerdier af < 5. For storre veerdier af ;1 kan man benytte ®(z).
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Figuren viser sandsynlighedsteetheden for en binomialfordeling med p = 0.3 og
n = 5, 20 og 40 (punkterne) og den tilsvarende normal fordelingsteethed (de
kontinuerte kurver).
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3. y2-fordeling og Student’s t-fordeling

y2-fordelingen athsenger kun af antallet af frihedsgrader n, og er defineret ved:
Yy — Z UZ?7 (3.1)

hvor Uj, for hvert 4, er en uatheengig stokastisk variabel med en frekvensfunktion,
som er den normaliserede normalfordeling:

o) = —— e 112,

Y er den stokastiske variabel svarende til x? (bemaerk, at x? opfattes som en
betegnelse for en varibel y som er ikke-negativ). Fordelingsfunktionen F, (x?) er
produktet af frekvensfunktionerne (indbyrdes uafhaengige stokastiske variable)
integreret over volumenet givet ved y = uf < x>

F,(x%) = /y§x2 duy /dU2 . -/dun(Zw)*%e*y/z. (3.2)

Funktionen, der skal integreres, athaenger kun af r = ,/y, som kan opfattes
som radien af en n-dimensional kugle. Volumenet af den n-dimensional kugle er
V,, = r"C,,, hvor enhedskuglens volumen (se appendix) er

C == (3.3)

og I'(1 4+ a) = al'(a) er gammafunktionen. Volumenet V;, kan findes ved inte-
gration af “overfladearealet” S, (r) = dV,, /dr = nr"~1C, mht. r. I ligning (3.2)
kan vi uden videre integrere over alle de n — 1 frihedsgrader, der er uathaengige
af y = 2, hvilket giver:

/()T:\/? S, (r)(2m) " Ee " 2y, (3.4)

n (3.5)

eller

Fu02) = = (x2) T e (3.6)

som er sandsynlighedstzetheden for y2-fordelingen med n frihedsgrader.
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Betragter vi den stokastiske stgrrelse

1

2 2

53 = (X, ), (37)
i=1

hvor X; er normalt fordelt med middelvaerdien ;o og variansen o2, sa er

S ~(Xi—p

”—2=Z<

g i=1

)2 - iUE (3.8)

o

beskrevet ved y2-fordelingen med n-frihedsgrader [hgjresiden er den samme som
i ligning (3.1)]. Indferer vi den stokastiske middelveerdi

X = X, (3.9)

1

n

S

{2

kan (3.7) omskrives til

w3 =3[ -X) + (X -p)] =XX -X2+nX -’ (310

(3 (3

idet ligning (3.9) medforer, at produktet mellem de to led i den firkantede par-
entes summerer til 0. Dermed har vi, at

- G) 5 (5 o1

Ifplge §24.6 teorem 2 er X normalfordelt med middelveerdien p og variansen
o2 /n, dvs. at forste led pa hgjre side af (3.11) netop er kvadratet pa en stokastisk
variabel, som har en normaliserede normalfordeling, og dermed, at dette led har
en y2-fordeling med 1 frihedsgrad. Nu er det let at indse, at summen af to
(uafhzengige) y2-fordelinger med frihedsgraderne n; og n, giver x?-fordelingen
med n; + ny frihedsgrader. Det kan vises, at de to led pa hgjre side af (3.11)
er statistisk uathengige (kovariansen er 0), hvoraf felger, at sidste led har en
y2-fordeling med n — 1 frihedsgrader. Middelveerdien af y?-fordelingen med n
frihedsgrader er n. [Det kan vises, at

(o)
/0 o (xhdx* =n og variansen

00 (3.12)

/0 X (0P)dx® = n® = 2n
med f,,(x?) givet ved ligning (3.6).] Stikprgveveerdien af venstre side af ligning
(3.11) (store bogstaver erstattes med stikprgveveerdier givet ved de tilsvarende
sma bogstaver) er tilneermet lig med middelveerdien af hgjre side. Dvs. at
nsg/o? ~ 1 +n — 1 eller som forventet, at s, ~ 0. Betragter vi alene det
sidste led i (3.11), fas Y (x; — T)? /0% ~n — 1, eller at

1 n
st = S (- 7) ~ 02, (3.13)
n—13
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hvor s2 er stgrrelsen, der bestemmes direkte af stikprgven, hvorimod udregningen

af s3 kraever kendskab til .

Student’s t-fordeling:

Vi har netop betragtet den stokastiske variabel

X —p
o/vn’
hvor U? er y?-fordelt med 1 frihedsgrad. For, at vurdere palidelighedsintervallet

ved en bestemmelsen af p ud fra stikprgveveerdien af variansen betragter vi i
stedet

U:

><|

o
T = —. 14
Ifplge (3.11) og (3.13) er
52,
ﬁ —_— ?’ (3.]—5)

hvor Y), har en x2-fordeling med p = n — 1 frihedsgrader. Dvs. vi har

72 )1 2
— = med Y, =U", 3.16
p jrp 1 ( )

og dermed er fordelingsfunktionen G(t?/p) for den stokastiske variabel 72/p
bestemt, som arealet af f;(y;)f,(y,) over omradet, hvor y; /y, < t2/p

Ypt /p
| dy,d 3.17
/p) = Sy fo(Up)dy,dy,,. (3.17)
Definitionen af fordelingsfunktioner medfgrer, at G(t?/p) = +[F,(t) — F,(—t)],
hvor + (—) svarer til ¢ positiv (negativ). Dermed kan t¢-frekvensfunktionen,
f(t) = F/(t), bestemmes som

2 2
27u(t) = = XS ot [ (100, g Wl (315)

og benyttes ligning (3.6) fas

= > L 7% —v1/2 1 £-1
RO =/ [ [z e s

it 1 N = R (RS
F?z%ir(ﬂ)/o (yp) 7 e TPy,
2

e_yp/Zdyp

NG
(3.20)
ptl
hvor integralet udregnes til {ﬁ} ’ F(]%l), og dermed slutresultatet
1 [ 2\~
F) = 22 <1+_) , 3.21
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som er frekvensfunktionen til 7" i ligning (3.14), nar p = n — 1. Dermed har vi
udledt teorem (3) i §24.6.

En nzermere analyse af de to fordelinger kan findes som Mathematica program-
mer. Teorem 5 i §24.6 (“Central limit theorem”) forteeller, at begge fordelinger
neermere sig normalfordelingen, nar antallet af frihedsgrader vokser. Som naevnt
har y2-fordelingen med n frihedsgrader middelveerdien u = n og variansen
02 = 2n. t-fordelingen med p frihedsgrader har middelveerdien p = 0 (frekvens-
funktionen er lige i t). Variansen divergerer for p = 1 og p = 2. For p > 3 er
variansen 02 = p/(p — 2). Dvs. at for store p bliver variansen 1, svarende til at
at usikkerheden knyttet til bestemmelsen af ¢ ud fra s bliver lille.

Appendix

Enhedskuglens volumen i n dimensioner kan bestemmes ved at udregne integralet

o o — (2423 tad)
I, = / . / e~ 1T "dzrydxy - - - dz, (3.22)
—0o0 — 00
dels direkte, som et produkt af n Gauss integraler:
0 2 n
/ e dr =7 = I, =77, (3.23)
—00

dels ved at integrere over alle andre frihedsgrader end r = (23 + 23 +- - -+x%)1/ 2
hvorved

o0 2 o0 2
I, :/0 S,(r)ye " dr :/0 nr"1C e dr

< (3.24)
=00 [T = 4O, = 6r 4 )
Ved at sammenholde de to resultater, fas
)
Cn = sy 3.25
"I+ 52
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4. “Central limit” teorem

Vi skal supplere bogen med nogle vigtige resultater. Vi vil starte med at betragte
den moment-genererende funktion (§23.5 opgave 20 og §23.6 opgave 19):

/oo e f(x)dx
G0 = ) = (@)

som har egenskaben:
d"G(t)
- (55
(X" )

For de to diskrete fordelinger, henholdsvis binomialfordelingen (1 = np, 0% =

npq) og Poisson-fordelingen, har vi udledt, at

Gon() = (pe' + @ og  Gp(t) = e et (4.2)

For Gauss-fordelingen er:

1 %y -w?
Gy = ()= —= [ el 5 g,
oV2m J—x
hvor eksponenten kan omskrives til
2
(x — p)? | 20 (2—p—0d%)
t$—T‘2:ﬂt+§Ut— 20_2

og dermed, at

2t)2

G(t) = 6(””%0%2)—1 /OO ef%dx.
o\ 21 J—o0

Gauss-integralet er uafhesengigt af, at u er erstattet af p 4+ o2t, og resultatet for
den moment-genererende funktion for normal-fordelingen er:

G(t) = elut+za™t?), (4.3)

Generelt har vi, at hvis Y er en linearkombination af to uafhaengige stokastiske
variable X; og X,
Y = Clle + ClzXz

sa er den moment-genererende funktion for y-fordelingen produktet af de to
moment-genererende funktioner G (a;t) og G5(ayt) for x;- og xy-fordelingerne:

G,(t) = () = (el Mreloa2) = (el Xny(el2X2) = G (a1t)Gylagt)  (4.4)
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Vi har tidligere vist, at binomialfordelingen for store veerdier af n kan tilnsermes
med normalfordelingen (med p = np og 02 = npq), og tilsvarende for Poisson-
fordelingen (for x> 5). Resultaterne (4.3) og (4.4) kan nu benyttes til at bevise
den generelle seetning “the central limit theorem”:

Antag X;, ¢ = 1,...,n er uatheengige stokastiske variable, som beskrives ved
frekvensfunktionerne f;(x;) (der alle kan veere forskellige) med middelveerdi ji;
og varians 01-2. Den stokastiske variabel

1 n
iz
har fglgende egenskaber:
(i) Middelveerdien er p = Z L

(ii) Variansen er o s Z o;

(iii) Fordelingsfunktionen for Z,, = ~— Pl (asymptotisk) — ®(z) (den nor-

merede normalfordeling) for n — oc.

Bemeerk, at teoremet i denne udgave er mere generelt end leerebogens version,
teorem 5 i §24.6. Punkterne (i) og (ii) folger direkte af teorem 1 og 2 i §23.8.
Punkt (iii) kan bevises ved at udnytte (4.4), generaliseret til n led med a; = 1/n,
dvs.

G, = 11 Gt/

=1

En Taylor-reekkeudvikling af G,(t/n) = G;(0) + G5(0)(t/n) + $GY(0)(t/n)?- - -

giver naermest definitionsmeessigt:

t PN t 4 ot 1

og dermed, at for n > 1:
| ot 2,2
Hexp + an— = exp Z/M’H‘ ,
7

som netop, ifl. (4.3), er den moment-genererende funktion for normalfordelingen
med middelveerdi u (i) og varians o2 (ii).
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Summen af to uathaengige stokastiske variable, Y = X+ X,, som begge har nor-
malfordelinger med middelveerdi yiy, j1y og varians 0%, o5 har normalfordelingen

med = iy + jiy 0g 02 = 0% + 03.
Dette resultat udledes let ved at benytte (4.3) og (4.4), idet

G, (t) = Gy ()Gy(t) = elmt+3018) (uat+3036%) _ ol(mtpa)t+s(ei+od)?] 4 q)

[Indskud:

Frekvensfunktionen for Y = X; + X, bestemt ved vilkarlige (kontinuerte) fre-
kvensfunktioner, f;(z) og fo(x), kan skrives som et foldningsintegral: F(y) er
produktet af de to frekvensfunktioner integreret over arealet y' = zy + x4 < y
eller x9 <y — 2, dvs.:

F(y) = /moo /yan f1(@q) fo(wg)daydzg = /O:O f1(x) Fo(y — 21)dxy

1=—00 JToy=—00 —
eller

W) =)= [ hl@) oy o)do (47)

Foldningsintegralet optreeder fx nar en resonanskurve, f;(x), udmales med en
eksperimentel usikkerhed beskrevet ved en oplgsningsfunktion, R(z) = fo(x)
med p5 = 0. Antages begge funktioner, at vaere (eller kunne tilnseermes med)
Gauss-funktioner, bliver resultatet en Gauss-funktion centreret omkring p; med
variansen o3 + 03.]

Ophobningsloven kan betragtes som et korrolar til “the central limit theorem”.
Er Y en generel funktion af X; kan vi tilneermelsesvis erstatte funktionen med
et linesert udtryk i et omrade omkring Y’s middelveerdi:

Y =Xy X) () (600) X () (X (x0)

Xj:<Xj>

Hvis de forskellige variable har en Gauss-fordeling, eller hvis der er mange
forskellige bidrag (usikkerhedsberegninger!), vil Y, ifl. henholdsvis (4.6) og (4.5),
(tilneermelsesvis) have en normalfordeling med middelvaerdien

<Y> :¢(<X1>’7<Xn>) (48&)
og variansen

o’ =Y (5—;?)2 o? (4.8b)

7 Xj:<Xj>
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Vi skal benytte ophobningsloven til at udregne variansen af parametrene kj; og
kq bestemt ved en lineser regression:

En “stikprove” pa n talseet (z;,v;), antages givet, hvor x; antages bestemt uden
usikkerheder (eller snarere at ko, < o,). “Maksimum likelihood” metoden
forer til resultatet, at de mest sandsynlige veerdier af de to parametre bestemmes
ved at minimere summen af de kvadratiske afvigelser (y; — ¥;)?, hvor vi har
indfert y; = ko + kqz;:

Resultatet er (§24.12 eller §19.5)

D :anZQ — (Zmz)z
Zx?Zyi—ininyi

ky = 4.10
0 = (4.10)
e :nZ%yi_inzyi
1 D )
hvor alle summer gar fra ¢ = 1 til ¢ = n. 1 en eksperimentel situation vil

standardafvigelsen af y; (ay) ofte veere ukendt, men antager vi, at den er den

samme for alle malepunkterne (alle i) vil 3(y;, —7;)%/ 03 have y2-fordelingen med
n — 2 frihedsgrader, og dermed er o, ~ s, hvor
1
35 = > (i — ;). (4.11)

n—2%
1

Benytter vi ophobningsloven er stikprgve-variansen af k:

“o =3 () 4= (FEF )

() (S Tt (S) ]

eller )
2.5
s%(ky) = Df s2. (4.12)
Helt analogt kan variansen af k; udregnes til:
$2(ky) = %sg. (4.13)

Dette sidste resultat svarer til bogens opskrift i Tabel 24.13: ¢, = (n — 2)35

og (n —1)s? = D/n og dermed K = cs(k;). Konstanten ¢ der angiver den
relative laengde af konfidensintervallet i forhold til standardafvigelsen, bestemmes
af Student’s t-fordeling med n — 2 frihedsgrader (frihedsgraderne reduceres med
2 fordi stikprgven benyttes til at fastleegge 2 parametre k; og k;). Dette er helt
analogt med bestemmelsen af konfidensintervallet for p, nar stikproveveerdien af
standardafvigelsen benyttes.




