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1. Indledning 1

1. Indledning

Lagrange kom omkring 1770 ind pa gruppebegrebet i forbindelse med un-
dersggelse af algebraiske ligninger. Hans problem var det naesten klassiske:
at lgse en algebraisk ligning ved hjeelp af rodsterrelser alene. Forskellige
matematikere, deriblandt Fuler, havde lgst dette problem op til fjerdegrads-
ligninger, men ingen var naet derudover. Lagrange brugte i sine undersggelser
permutationer af rgdderne i en algebraisk ligning, og selv om han ikke explicit
formulerede gruppebegrebet, kan hans resultater i dag bedst udtrykkes ved
hjeelp af permutationsgrupper.

Det blev imidlertid ikke Lagrange, som lgste problemet. Den norske mate-
matiker Abel og den italienske leege Ruffini viste pa fa detaljer neer, og uaf-
heengigt af hinanden, at den almindelige algebraiske ligning af grad n, kan
for n > 5, ikke lgses ved rodstgrrelser alene. Et vigtigt biprodukt ved Abels
bevis var, at det inspirerede Galois til at give sig i kast med lignende pro-
blemer, og Galois indfgrte savel glosen som begrebet gruppe. Galois’ grupper
var endelige, men senere kom ogsa uendelige grupper ind i den matematiske
forskning, og nordmanden Sophus Lie indfgrte i ca. 1870 kontinuerte grupper.

Dermed var gruppebegrebet vandret fra algebraen over geometrien og ind i
den matematiske analyse og har siden bredt sig i nasesten enhver matematisk
disciplin.

Det bliver hurtigt for vidtlgftigt at medtage flere detaljer om den historiske
udvikling, men det skal lige naevnes at engleenderen Cayley i ca. 1854 var
blandt de forste til at indfere gruppebegrebet ved et aksiomssystem — meget
neer, som vi ggr det i dag, samt at svenskeren Frobenius omkring 1890 prgvede
pa at karakterisere samtlige endelige grupper; herved indfgrte han, hvad vi
nu kalder gruppekarakterer, et begreb, som naesten direkte er ansvarlig for,
at gruppebegrebet i 1930’erne kom ind i kvantemekanikken.

2. Gruppebegrebet

Lad (G, o) betegne en organiseret mangde; hermed mener vi en meengde G
forsynet med en kompositionsregel o, der til et hvert ordnet par af elementer
a, b € G knytter et element a o b € G. Det skal fremhaeves, at a og b kan
veere ens eller forskellige, og at i almindelighed er a o b # b o a.

(G, o) kaldes en gruppe, nar folgende tre aksiomer er opfyldt:

1) Den associative lov geelder, dvs. for alle a, b, ¢ € G geelder ao (boc) =
(aob)oec.

2) Der findes et neutralt element e € G, saledes at for alle a € G geelder
aoe=-eoa=a.
1

3) Til ethvert a € G findes der et inverst element a~! € G, saledes at aoa™! =

aloa=e.

Hvis yderligere aob = boa for alle a, b € G, kaldes gruppen kommutativ eller
abelsk.
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Vi skal fgrst kommentere gruppeaksiomerne:

Undertiden medtager man i aksiomerne det krav, at meengden G er stabil
eller afsluttet med hensyn til o; dvs. a, b € G = aob € G, dette er her
henlagt til begrebet organiseret maengde (se ovenfor).

Vedr. 1): Den associative lov kan udvides til at geelde for flere end tre faktorer;
dette ggres fx ved induktion.

Tegnet o udelades i det fglgende, og a o b betegnes blot ab.

Vedr. 2): En gruppe har kun et neutralt element. Antag nemlig at bade e;
og ey var neutrale elementer. Sa var e; = ejey = es.

Vedr. 3): Vi kan retferdigggre betegnelsen o', idet der gaelder, at ethvert
element a € G har kun et inverst element. Antag nemlig, at bade = og ¥,
begge elementer i g, var inverse til a. Sa var

x =ze =zx(ay) = (za)y = ey = y.
Satning (2.1)
I en gruppe har “divisionsligningerne”

ar=>b ; wya=b

hver for sig netop én Igsning.
Bevis: Hvis x er en lgsning til ax = b, sa er
a Naz)=a"b og al(az)=(ala)r=ex =2z
og dermed
r=a"'b,

En prove viser, at a~'b er lgsning til den forste ligning, og dermed, at
ar = b < 2z = a~'h. Den anden ligning behandles tilsvarende; man finder

y=ba L.

Korollar (2.2)
I en gruppe gaelder “forkortningsreglerne”

ar=ay=x=y ; ab=yb=>x=y.

Korollar (2.3)
Lad a € G vere et fastholdt element. Sa er afbildningen givet ved x +— ax
en enentydig afbildning af gruppen G pa sig selv, G — G.

Definition: Hvis elementantallet i G' er n, kaldes gruppen G endelig af n'’te
orden. Hvis G indeholder uendelig mange elementer kaldes gruppen uendelig.

Definition: Lad H vere en delmeengde af en gruppe G, og antag at H er
stabil med hensyn til kompositionsreglen i G; sa kaldes H en undergruppe i
G, hvis den organiserede meengde H er en gruppe.
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Idet vi henviser til gruppeaksiomerne kan vi straks formulere folgende kri-
terium:

Satning (2.4)
En delmaengde H af en gruppe G er en undergruppe, hvis og kun hvis fglgende
geelder:

1) a, b € H medfgrer ab € H.
2) Det neutrale element e € G tilhgrer H.
3) a € H medfgrer a~! € H.

Definition: En endelig gruppe G kaldes cyklisk, hvis G indeholder et element
a med den egenskab, at et vilkarligt element b € G kan skrives b = aa---a
(p faktorer), eller kort b = aP. Elementet a siges at frembringe gruppen.

I tilknytning til denne definition skal vi for grupper i almindelighed neevne,
at man saedvanligvis fastseetter a’ = e og a™ = (a™1)P, p positivt helt tal.
Det er da let at indse, at man kan benytte de saedvanlige potensregneregler:

CLTCLS _ aT‘+S : (ar)s _ a?“s

for alle hele tal r og s. Man udvider herefter begrebet cyklisk gruppe:

Definition: En gruppe G (endelig eller uendelig) kaldes cyklisk, hvis G
indeholder et element a, sa at et vilkarligt b € G kan skrives som en potens
af a.

Ovelse 1: Vis, at i en abelsk gruppe G er (ab)” = a"b" (geelder ikke i almin-
delighed). Vis endvidere, at i en vilkarlig gruppe geelder (ab)~! = b"ta=1.

Definition: Ved ordenen af et element a € G forstas ordenen af den af a
frembragte (under)gruppe.

Vi skal illustrere denne definition med fglgende bemaerkninger:

Lad a € G, sé er potenserne a’ = ¢, a, a', a2, . .. alle elementer i G. Hvis disse

potenser er indbyrdes forskellige, sa er G af uendelig orden, idet a frembringer
en uendelig cyklisk (under)gruppe i G. I modsat fald er to potenser ens,
fx a" = a® (r < s) og @ = e. I dette tilfeelde slutter vi, at ordenen
h af elementet a er den laveste positive eksponent, for hvilken a = e, og a
frembringer en cyklisk undergruppe H af hte orden bestaende af {e, a, a2, ...,

a" Y. Thi

1) arad =" =g t5h e H

2)a’=at=ecH

3) (@)t =a""=a"T € H (jvf. (2.4)).

Satning (2.5)

Lad G vere en endelig gruppe af orden g, H en undergruppe (i G) af orden
h, sa er h divisor i g.

Bevis: Satningen er triviel, hvis h er en af de to trivielle undergrupper
i G, dvs. hvis H er enten hele G eller gruppen bestaende af det neutrale
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element alene. Altsa antager vi, at 1 < h < g, og lad ay, ay, ..., a; betegne
elementerne i H. Vi kan nu velge et element b € G, men b ¢ H. Sa
er bay, bay, ..., ba, indbyrdes forskellige (folger af forkortningsreglerne) og

ikke elementer i H; dette sidste begrundes med, at hvis ba; = a; sa var

b= a;a; !¢ H i modstrid med ovenfor. Hermed kender vi i alt 2h elementer
i G, og hvis disse udtgmmer G er ssetningen vist. FEllers kan vi veelge et
¢ € G og c forskellig fra de naevnte 2h elementer. Hertil kan vi som ovenfor
bestemme yderligere h elementer i G: caq, cas,..., cay, og vi kender nu 3h
elementer i G. Enten er G hermed udtgmt og g = 3h, eller vi kan fortseette
pa tilsvarende made et endeligt antal gange (da G er endelig), og vi finder at

g er et multiplum af h.

Korrolar (2.6)
Ordenen af ethvert element i en endelig gruppe er divisor i gruppens orden.

Eksempel (2.7)

Lad (G, +) veere maengden af hele tal organiseret med saedvanlig addition som
kompositionsregel. (G,+) er da en kommutativ gruppe med 0 som neutralt
element. Det inverse element til a er a’s modsatte, altsa —a. Gruppen
(G,+) er cyklisk, idet ethvert helt tal er en “potens”, her multiplum, af 1.
Som eksempel pa en undergruppe i (G, +) kan naevnes (H,+) bestaende af
alle lige tal. Ogsa (H,+) er cyklisk, idet den frembringes af 2. Af andre
eksempler pa additive, kommutative uendelige grupper kan neevnes:

de rationale tal
de reelle tal
de komplekse tal

ingen af disse 3 grupper er cykliske.

Eksempel (2.8)

Maengden af reelle tal # 0 organiseret med ssedvanlig multiplikation som
kompositionsregel er en kommutativ gruppe med 1 som neutralt element. De
rationale tal # 0 er en undergruppe heri. Mangden bestaende af 1 og —1
udger en (multiplikativ) undergruppe af ordenen 2.

Eksempel (2.9)
Som eksempel pa en endelig gruppe af nte orden kan vi neevne samlingen
af de n enhedsrgdder: exp(ip%”), p=20,1,2,..., n— 1, organiseret med
multiplikation af komplekse tal som kompositionsregel. Gruppen er abelsk,
og for ethvert lige n indeholder den en undergruppe af orden 2 bestaende af
tallene 1 og —1.

Eksempel (2.10)

Som en anvendelse af seetning (2.5) og dens korollar (2.6) kan vi naevne, at
hvis ordenen for en gruppe G er et primtal p, sa har G kun de to trivielle
undergrupper {e} og G selv. Heraf folger ogsa, at G er cyklisk, idet for et
vilkarligt gruppeelement a # e geelder, at ordenen af a er lig p, og de p
potenser af a: a® = e, a, a', a?,..., a?~! fremstiller netop elementerne i G.
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3. Den symmetriske gruppe S,

Vi skal i denne paragraf indfere et vigtigt eksempel pa en endelig gruppe; i
en senere paragraf skal vi vende tilbage til emnet, nar vores begrebsomrade
er blevet noget udvidet.

Lad M veere en vilkarlig meengde og f en enentydig afbildning af M pa M,
dvs. til ethvert z € M findes der netop et billedelement 2’ = f(z) € M, og
omvendt til ethvert 2/ € M findes netop et € M med 2’ = f(x). En sadan
enentydig afbildning kaldes ogsa en transformation af M eller, nar maengden
M specielt er endelig en permutation af M.

Sammensaetter man to sadanne transformationer far man igen en transforma-
tion af M. Den associative regel geelder i almindelighed for sammenseaetninger
af transformationer. Desuden er den identiske afbildning e af M et eksempel
pa en transformation og sammensattes e med en vilkarlig transformation,
ser man, at e optreeder som neutralt element. Endelig svarer der til enhver
transformation f en omvendt afbildning f~!, som ogsa er en transformation.
Sammensaetter man f og f~! far man e. Hermed har vi indset, at maengden
af transformationer af M med sammensaetning som kompositionsregel udggr
en gruppe. Specielt har vi:

Saetning (3.1)

Meengden S, af permutationer af en endelig mangde (med n elementer)
udger en gruppe, nar sammensatning af permutationer tages som kompo-
sitionsregel. Gruppen kaldes den symmetriske gruppe af n’te grad.

Idet vi nu betegner elementerne i en endelig maengde M ved a4, aq, ..., a,
kan vi angive en permutation f af M fuldsteendigt ved for ethvert a,; at angive
dets billedelement f(q;); dette f(a;) er imidlertid atter et af elementerne i
M, £x @;;, og atbildningen f: a; — a;, er derfor fastlagt ved indexafbildningen
i +— j;. Man plejer derfor at betegne f ved

(1 2 -
f-(jl JA jn)

hvor et index og dets billedindex star under hinanden i samme sgjle. Anden
reekke 71, jg, ..., j, er en permutation af tallene 1, 2,..., n i den seedvanlige
betydning af glosen, som brugt ved fx indfgrelsen af determinanter. Det er
nu klart, at samme transformation f kan beskrives ved i alt n! symboler af

ovenstaende type.
(T Ty o Ty
J: ( 51 S2 v Sy )

fremkommet ved en permutation af sgjleordenen. Det er ligeledes klart, at
hvis vi holder ordenen i symbolets fgrste reckke fast pa 1, 2,..., n, sa svarer
forskellige transformationer af M til forskellige permutationer j,, jo,..., 7,
i symbolets anden raekke; derfor er der i alt n! elementer i 5,,.

Eksempel (3.2)
S1 indeholder kun den identiske permutation (%)
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S2 indeholde det neutrale element (% g) og a = (1 2).

S3 indeholder fglgende 6 elementer:
e—123a—123b—123
A1 2 3 —\2 3 1 A3 1 2
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
C*(132) d*(321) f*(2 13)

Ved sammensaetning af to transformationer bestemmer vi deres “produkt”,

fx er
ad — 1 2 3 1 2 3\ (1 2 3 _f
—\2 3 1 3 2 1) \2 1 3)—

da— (1 2 3Y(1 2 3)y_(1 2 3)_,
3 21){231)7\1t32)7¢

Gruppen Sj er altsa ikke abelsk. Pa lignende made kan vi bestemme samtlige
produkter af 2 elementer i S3. Resultaterne kan bekvemt opstilles i en grup-
petavle (Cayley-tavle), hvor vi fx lader elementet i indgangssgjlen betyde
venstre faktor i produktet:

mens

e a b ¢ d f
e e a b ¢ d f
a a b e d f c
b b e a f ¢ d
c c f d e b a
d d ¢ f a e b
f f d ¢ b a e

Af tavlen aflaeser vi straks, at elementerne e, a, og b udggr en undergruppe
(angivet med de fede typer i tavlen). Desuden ser vi, at elementerne ¢, d,
og f har ordenen 2, mens a® = b og a® = ba = e viser, at a har ordenen 3;
tilsvarende geelder, at b har ordenen 3.

Ved en cyklus skal vi forsta en permutation (ijk ---p) som forer tallet ¢ — j,
og j +— k, osv. og tallet p — 4, mens de ikke naevnte tal afbildes i sig selv
ved denne permutation. En cyklus siges at have lengden r og at veere en
r-cyklus, hvis den har r elementer; den kan i ovennaevnte notation skrives pa
r forskellige méader, svarende til at hvert element kan sta forrest. Forgvrigt
er det let at indse, at en r-cyklus opfattet som gruppeelement har ordenen 7.

Nu kan enhver permutation skrives som et produkt af cykler uden faelles
elementer; man bestemmer dette produkt svarende til en permutation ved en
fremgangsmade, der lettest beskrives ved et eksempel:

Eksempel

Lad en permutation veere givet ved a = (1 234567 8).

4 5 2 8 3 6 17

Af denne ser vi at 1 — 4 — 8 +— 7 — 1, hvilket kan skrives som cyklen
(1 48 7), desuden viser a, at 2 — 5 +— 3 +— 2, altsa cyklen (2 5 3) og
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endelig 6 +— 6, i alt har vi fundet a = (14 8 7)(2 5 3)(6). Da disse cykler er
uden feelles elementer, er rackkefglgen af cyklerne i produktet ligegyldig, men
bortset herfra er oplgsningen éntydig.

En cyklus af leengden 2 kaldes en transposition; en cyklus af leengden 3 kaldes
en tricyklus. Om disse specielle cykler geelder en reekke seetninger, hvoraf vi
blot nzevner nogle fa.

Satning (3.3)
Enhver permutation kan (endda pa uendelig mange mader) skrives som et
produkt af transpositioner.

Bevis: Da en permutation kan oplgses i cykler, er det tilstraekkeligt at be-
tragte en cyklus. For en cyklus (iyiy - -4,) kan man efterprgve, at

(iliz T ir) = (i1i2)(i1i3)(i1i4) T (ilir)

idet i1 +— 19; 19 — iy Og = 13; I3 — iy 0g — 1y, etc. Disse transpositioner
kommuterer ikke, da de har feelles elementer. Man kan endvidere, hvor som
helst i produktet pa hgjre side, indskyde par af transpositioner (ij)(ij), som
svarer til at indskyde den identiske permutation det pageldende sted.

Korollar (3.4)
Ethvert element i den symmetriske gruppe S,, kan skrives som et produkt af
transpositioner af den specielle form (12), (13), (14),..., (1n).

Bevis: En vilkarlig transposition (zj) kan omskrives til (i5) = (17)(1¢)(17).

Ved indfgrelsen af determinanter blev som neevnt side 5 glosen permutation
brugt som synonym til en opstilling af tallene 1, 2,..., n i en eller anden
raekkefplge. Disse opstillinger blev klassificerede som lige eller ulige eftersom
inversionsantallet var lige eller ulige. Yderligere blev det fremheevet, at man
altid kan komme fra én opstilling til en anden opstilling ved at udfgre fx
g ombytninger af to elementer; de to opstillinger vil sa veere i samme eller
modsatte klasse eftersom ¢ er lige eller ulige. I denne forbindelse skal vi
bemaerke fglgende: Lad a € .5,, vaere givet ved

a_ 1 2 DY T‘ ... 8 DR n
=Ny dy e i e iy ey

(_ . ) o 1 2 DY /r' ... 8 DR n .
allyts) = PR PO J 5
Sammensatningen af a med transpositionen (i,i) resulterer altsa i en ombyt-
ning af elementerne i, og 7, i symbolets anden rackke. Vi kan derfor — ifglge
ovenstaende bemerkninger — ved sammensaetning af @ med ¢ transpositioner
opna, at

sa er

a2 G = (1 5 1) =e
og altsa
a = (igip) -~ (i92) (i1 1).
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Hermed er a oplgst i ¢ transpositioner, hvor ¢ er (u)lige, nar inversionstallet
I(iy,i9,...,1,) er (u)lige. Enhver anden oplgsning af a i p transpositioner
svarer pa samme made til, at man ved p ombytninger af to af tallene 1,
2,..., n kan fa disse opstillet som anden raekke 7, i,,..., %, i symbolet for
a, og p og q ma have samme paritet, dvs. p er lige netop nar q er lige. Vi kan

derfor fastsaette folgende
Definition: En permutation
/1 2 - o
a*(il iy oo in>esn (n>2)

kaldes lige, hvis den kan skrives som et produkt af et lige antal transpositioner,
og ulige ellers.

Korollar (3.5)
En permutation

1 2 -« n
a:(il iy in)esn (n>2)
er lige eller ulige eftersom inversionstallet I(iy,1s,...,1,) er lige henholdsvis

ulige.

Satning (3.6)

Maengden A,, af lige permutationer af n > 1 elementer er en undergruppe i
S,
Bevis: Idet vi benytter kriteriet i (2.4) ser vi, at

1) a, b € A,, medforer, ab kan skrives som et produkt af et lige antal trans-
positioner, og derfor ab € A,,.

2>(i 5o Z)=eeAn,idet1(1,2,...,n):0.

3) a € A, medfgrer, at a~! kan skrives som produktet af de samme transpo-
sitioner som i a, men i modsat orden; altsd a~! € A,,.

Gruppen A,, kaldes den alternerende gruppe; dens orden er %n!.

4. Akvivalensrelation. Klasser af konjugerede
elementer

Lad A og B veere to meengder. Ved mengdeproduktet A® B forstas samlingen
af ordnede par (a,b) hvor a € A, b € B. En delmaengde R af A ® B kaldes
en relation fra A til B, og man skriver a ¢ b, hvis (a,b) € R. Specielt taler
man om en relation 1 A, hvis A = B.

Definition (4.1): En @kvivalensrelation i meengden A er en relation R, som
opfylder 3 krav

1) refleksivitet: (a,a) € R,
2) symmetri: (a,b) € R medferer (b,a) € R,
3) transitivitet: (a,b) € R og (b, c) € R medforer (a,c) € R.



4. AEkvivalensrelation. Klasser af konjugerede elementer 9

Lad nu A vare en (ikke-tom) maengde, for hvilke der er givet en samling
(ikke-tomme) delmengder, hvis foreningsmeengde er A, og som to og to er
disjunkte, dvs. uden feelles elementer. En sadan samling af delmaengder kaldes
klassedeling af A, delmeengderne kaldes klasser, og en klassedeling giver an-
ledning til en &kvivalensrelation g i A; for to vilkarlige a, b € Alad a 0 b
betyde at a og b er i samme klasse. Det er nemt ud fra (4.1) at eftervise, at o
er en akvivalensrelation. (I stedet for o betegnes en @ekvivalensrelation ofte
med ~). Omvendt gaelder ogsa

Satning (4.2)
Til en &kvivalensrelation ~ i A svarer der en klassedeling af A, saledes at for
a, b € A galder a ~ b netop nar a og b er i samme klasse.

Bevis: Til ethvert element a € A betragter vi meengden A, bestaende af
de elementer x € A for hvilke a ~ z. Elementet a € A, iflg. 1) i (4.1),
og meengderne A, overdeckker A. Lad dernaest A, og A, vere to af disse
meengder, og antag, at ¢ € A er et feelles element i A, og A,. Sa er a ~ c og
b~ ¢, og dermed a ~ b iflg. 2) og 3) i (4.1). Vi kan ga videre og pa lignende
made vise, at for ethvert x € A geelder a ~ x, hvilket medfgrer, at A, er
indeholdt i A,. Tilsvarende finder vi at A, er indeholdt i A,, og dermed at
A, = A,. — Altsa enten stemmer A, og A, overens eller ogsa er de disjunkte.
Til slut: det er klart, at for denne klassedeling er a ~ b ensbetydende med at
“a og b er i samme klasse”.

Derefter skal vi ga over til grupper. Lad G veere en gruppe, og a, b € G.
Elementet b kaldes konjugeret til elementet a, hvis der findes et element ¢t € G,
saledes at b =t~ lat.

Satning (4.3)
Konjugation er en kvivalensrelation.

Bevis: Lad b ~ a betegne, at b er konjugeret til a (idet vi foregriber resul-
tatet). Sa er

1) a ~ a,idet a = e~ Lae.

2) b ~ a medfgrer a ~ b, idet b ~ a betyder b = t~at for et t € G; men sa er
a= "Y1t dvs.a~b,dat™! € G.

3) b ~ a og ¢ ~ b betyder, at der findes ¢, s € G, sa at b= t"'at og c = s~ 'bs,
og derfor ¢ = (ts)"La(ts), hvor ts € G, dvs. ¢ ~ a.

Ifplge (4.2) foreligger der hermed en klassedeling af G i klasser af konjugerede
elementer.

Vi vil betegne klassen bestemt ved at besta af elementer konjugeret til a med
K,. Hvis G’ er kommutativ, udger hvert element for sig en klasse. Hvis G
ikke er abelsk, er klasserne ulige store, men det neutrale element e udggr altid
en klasse for sig, idet e = t~let for alle t € G.

Satning (4.4)
FElementerne i samme klasse har samme orden.

Bevis: Lad a € K, have orden r. Betragter vi et vilkarligt element b =
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t~tat € K,,saer (t tat)™ =t latt lat---t~tat = tta™¢t. Heraf ser vi, at
(t~tat)™ bliver e, netop nar a™ = e, dvs. m = r, og ordenen af b er lig r.

For endelige grupper vil et naermere studium af konjugation i fgrste omgang
dreje sig om at bestemme 1) antallet af konjugationsklasser, 2) for en given
klasse K, antallet af elementer i K,. — Men forinden skal vi se pa et par
eksempler fra S,,.

Eksempel (4.5)
Idet vi henviser til S5 som behandlet i eksempel (3.2), vil vi bestemme klassen
K

e tae =a ataa =a b~ lab=a
clac=1b dlad=1b ftaf =0

Altsa K, bestar af elementerne a og b. Tilsvarende finder vi, at K bestar af
¢, d og f. Gruppen S3 falder derfor i 3 klasser

K. = {e}
K, ={a,b} = {(123), (132)}
Ke=Hed, [} = {(1)(23),(2)(13), (3)(12)}.

Eksempel (4.6)

I §3 neevnte vi, at enhver permutation ¢ € S, kan skrives som et pro-
dukt af cykler ¢; uden felles elementer: a = c¢jcy---c,. Lad t € S,,; sa
er t7tat = (t7tegt)(t tegt) -+ (t71e,t), og vi kan derfor beskrive ¢~ lat, nar
vi har udregnet en typisk faktor t~!ct, hvor ¢ er en cyklus. Vi seetter

= (G190 -1 ) = Z:l ’5:2 ’im Z:m-i-l Zn)
C (1122 Zm) (12 23 e Zl Zm—i—l e Zn )

fl:(il Joo Jm Jmar gn)o

11 12 ’Lm ’Lm+1 Zn g
= (Z:Q i'3 i'm i'l i'm+1 Zn>
J2J3 0 Im I Jm+r 7 Jn

Sa er

‘ (JQ J3 0 J1 Jmer o Jn (J1d2 " Jm)

eller sagt i ord: t~let er en cyklus lige som ¢, og den fas af ¢ ved, at man
anvender permutationen ¢ pa elementerne i parentesen, der fremstiller c.

For eksempel a = (6)(253)(1487) og t = (% Z g le g g (75 ?), sa
er tlat = (8)(435)(2176).

Eksempel (4.7)
Lad en permutation a € S,, veere skrevet som et produkt af cykler: a =
cicy - - - ¢, og antag, at af disse er p; 1-cykler, py 2-cykler, p3 3-cykler, ..., p,
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n-cykler. Sa siges a at veere af typen 1P12P2...nPn. Da a € Sy, og cyklerne
tilsammen indeholder n elementer, er

(4.8) pL+2py+--+np, =n

Resultatet i Eks.(4.6) kan nu formuleres saledes:

Ved konjugation af en permutation bevares dens type. Ved anvendelse af
reglen i Eks.(4.6) ser man endvidere, at to permutationer af samme type er
konjugerede, og i alt har man derfor:

Saetning
To permutationer i S,, er konjugerede, hvis og kun hvis de er af samme type;
antallet af konjugationsklasser i S,, er derfor antallet af typer.

Antallet af typer er naturligvis lig antallet af (heltallige, ikke-negative) lgs-
ninger (py, Py, - - ., Py) til ligningen (4.8). Hvis fx n = 4, sa har (4.8) folgende
lgsninger

( » )

4,0,0,0

2,1,0,0
(P1:P2:P3,P4) = { (1,0,1,0

0,2,0,0

0,0,0,1)
svarende til, at S, falder i 5 klasser.

Antallet h, af elementer i en given klasse af permutationer, altsa af en given
type 1P12P2 ... nPn kan beregnes ved Cauchy’s formel:

L n!

thi, vi skal udfylde p, 1-parenteser, p, 2-parenteser, ..., p,, n-parenteser med
tallene 1, 2,..., n og optelle forskellige permutationer. Men af de ialt n!
permutationer af tallene 1, 2,... n er mange ens med hensyn til type: for det
forste er rackkefplgen af de py cykler af leengde k (k =1, 2,..., n) ligegyldig,
hvorfor vi far samme permutation (med hensyn til type) p,!py!---p,! gange
af de n! opstillinger; for det andet kan en cyklus af leengde k skrives pa i alt k
forskellige mader (jvf. side 7), og hver af de p, k-cykler er talt med kP* gange
(k =1, 2,..., n), hvorfor vi far samme permutation (med hensyn til type)
talt med 1P12P23P3 ... npPn,

Ser vi igen specielt pa eksemplet S, sa fandt vi ovenfor typerne
11,1228 113t 22 4!

Antallet af elementer i hver af de 5 tilsvarende konjugationsklasser finder vi
ved Cauchy’s formel til henholdsvis

1 (nemlig e), 6, 8, 3, 6.
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5. Sideklasser

Lad G vare en gruppe, og A og B to delmeengder af GG, Sa skal AB betyde
mengden af gruppeelementer af formen ab, hvor a € A, b € B, eller

AB ={ab|a€ A, be B}.
Specielt, for fastholdt g € G skal
gA ={ga|a e A}

Lad dernsest H veere undergruppe i G, og betragt meengderne gH for vilkar-
ligt valg af ¢ € G. Disse delmeengder gH udggr, som vi nu skal vise, en
klassedeling af G, og de kaldes (venstre) sideklasser.

Det er klart, at ethvert g, € G tilhgrer en sadan delmaengde, fx g, € goH;
delmaengderne gH overdaekker altsa gruppen G.

Hvis to delmeengder g, H og g,H har et element ¢ feelles, sa findes der h,
hy € H, saledes at
g = g1h1 = gaho.
Men sa kan vi indse, at et vilkarligt element g;h € g H ogsa er indeholdt i
g1h = (thzhfl) h=gol,

hvor ' € H. Pa lignende made indser vi, at et vilkarligt element goh € g, H
er indeholdt i g; H, og i alt slutter vi, at de to meengder g, H og g5 indeholder
de samme elementer. Hermed har vi vist, at to forskellige af meengderne gH
er disjunkte.

Helt tilsvarende bemeerkninger kan ggres om (hgjre) sideklasser Hg.

Da det neutrale element e € G tilhgrer eH = H, fglger det af klassedelingen,
at H er eneste undergruppe blandt dens sideklasser.

[ seetning (2.5) viste vi for endelige grupper G, at G’s orden r er et multiplum
af H’s orden s:
r=ns.

Her er n netop antallet af sideklasser og kaldes index for undergruppen H i

G.

Eksempel (5.1)

Som eksempel pa en undergruppe og dens sideklasser vil vi betragte begrebet
normalisator. Vi veelger et vilkarligt element a € G og fastholder dette i de
folgende overvejelser. Til a knytter vi meengden

No={g9€G|ga=ag}.
Idet vi benytter (2.4) viser vi, at N, er en undergruppe, thi

1) 91, g2 € N, medforer (g,99)a = g1(g2a) = (91a)gy = a(g199), altsa g,95 €
N

a
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2) det er klart, at e € N,,.
1

3) g € N, medforer g~'(ga) = g~"(ag), og g~ (ga)g~" = g~ ' (ag)g™", eller
ag~t = g~ 'a, altsa netop g~ € N,,.

Denne gruppe N,, som kaldes a’s normalisator, giver anledning til en klasse-
deling af G i (hgjre) sideklasser. Lad os sige, at G er endelig, og at index
N, = j. Dette antal er, som vi nu skal vise, netop antallet af elementer i

konjugationsklassen K.

For at vise dette lader vi sideklasserne til IV, veere henholdsvis N,t;, Nt,, ...,
Ngt;. Savil det om to forskellige elementer, g;¢; 0g got; fra samme sideklasse
N, t, geelde:

(91t1) " algity) = 7 g1 tagity = 7 laty

og
(92t1) " algaty) = t1 " g5 tagyty =ty aty.
Dette viser, at a konjugeres til samme element i K, af de to elementer g,¢; og

goty, eller tydeligere: a konjugeres til samme element i K, af ethvert element
i Nt.

Derimod vil to elementer g,t; og got9 fra forskellige sideklasser N, t; og N,t,
konjugere a forskelligt; thi hvis

(g1t1) "algity) =ty aty
og
(gata) " algaty) =t aty
var ens, sa var
(taty a = altaty ),
men den sidste relation udtrykker, at t2tf1 € N,, og dette strider imod, at
Nt og Nty var forskellige.

Hermed har vi indset, at man kan etablere en enentydig afbildning af ele-
menterne i K, pa mengden af sideklasser N,t; dette var netop, hvad der
skulle vises.

6. Invariante undergrupper

Definition (6.1): En undergruppe H i en gruppe G kaldes invariant (eller
normal), hvis det om dens sideklasser gaelder, at tH = Hzx for alle x € G.
Man kan ud fra denne definition formulere fglgende kriterium:

Satning (6.2)
En undergruppe er normal, nar og kun nar a € H medfprer t ‘at € H for
allet € G.

Bevis: Antag H er en invariant undergruppe og a € H. Sa er

t~Yat) = t7(tb) = b
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hvor b € H; dette beviser den ene halvdel af ssetningen. Ved beviset af den
anden halvdel antager vi om en undergruppe H, at a € H medforer t 'at € H
for allet € G. Sa er for allex € G

Yax) = zb

ar = x(x~
hvor b € H, og derfor er Hx indeholdt i zH. Pa tilsvarende made finder
man, at xHer indeholdt i Hz, og derfor i alt tH = Hz, dvs. H er invariant.

Seetningen udtrykker, at en normal undergruppe med et element af en kon-
jugationsklasse indeholder hele konjugationsklassen, og omvendt: hvis foren-
ingsmaengden af visse hele klasser udggr en undergruppe, sa er denne invari-
ant.

Det er klart, at i en abelsk gruppe G er enhver undergruppe invariant. Lidt
mindre triviel er fglgende

Saetning (6.3)
En undergruppe af index 2 er normal.

Bevis: Lad undergruppe H i G have index 2. Sa er

1) hH = Hh = H for ethvert h € H.

2) tH = Ht for ethvert ¢ € G men t ¢ H; thi G bestar af kun 2 hgjre
sideklasser H og Ht; altsa bestar meengderne tH og Ht af de samme ele-
menter.

Korollar (6.4)
Den alternerende gruppe A,, er en invariant undergruppe i den symmetriske

gruppe S,,.

Eksempel (6.5)

I fortseettelse af eks.(4.5) vedrgrende S; neevner vi, at elementerne e, a, og
a? = b udger en (cyklisk) undergruppe (af 3. orden) i Sy; denne undergruppe
er invariant — det er A3 — den bestar af to “hele konjugationsklasser K, og
K,. Elementerne e og c udggr en undergruppe af 2. orden; denne sidste
undergruppe er ikke invariant, da fx ¢’s konjugerede elementer ikke er med.

Idet vi minder om definitionen i §5 af produktet AB af to delmsengder A og
B i en gruppe G, skal vi i det fglgende behandle produkter af sideklasser;
vi vil kun betragte tilfseldet, hvor der er tale om sideklasser til en invariant
undergruppe, og vi kan i det tilfeelde ngjes med at se pa fx hgjre sideklasser.

Satning (6.6)
Om to vilkarlige sideklasser Ha og Hb til en invariant undergruppe H i
gruppen G geelder HaHb = Hab.

Bevis: Vi bemerker forst, at da H er invariant, bestar aH og Ha af de
samme elementer 1 G. Idet

HaHb={xy |z € Ha, y € Hb},
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vil vi udregne xy, hvor x = hja, y = hyb og hy, hy € H:
xy = hyahsb = hyhhab = hab, hvor hb, h € H;

thi ahy € aH = Ha. Dette viste, at meengden HaHb er indeholdt i Hab. For
et vilkarligt element z € Hab geelder

2 = hab = hah™*hb = (hh'a)(hb) € HaHb.

Dette viste, at meengden Hab er indeholdt i HaHb.

Saetning (6.7)

Samlingen af sideklasser til en normal undergruppe H i G udgor en gruppe,
nar den organiseres med multiplikation af delmsengder i G som kompositions-
regel.

Bevis: Lad os kalde samlingen af sideklasser til H for T. Sa viser ssetning
(6.6), at T er stabil med hensyn til multiplikation af sideklasser. Det er
uden videre klart fra definitionen, at multiplikation af delmeengder i G er
associativ, og man efterviser let, at sideklassen H er neutralt element i T
endelig gaelder

HaHa ' =Haa ' =H og Ha 'Ha=Ha 'a=H,

hvilket viser, at sideklassen Ha ™! er inverst element til Ha.

Definition (6.8): Gruppen T, hvis elementer er sideklasser til en normal
undergruppe H i G kaldes kvotientgruppen af G med hensyn til H eller fak-
torgruppen af H i G. Den betegnes G|H; dens orden er index H.

Eksempel (6.9)
Lad G veere den cykliske gruppe af orden 12 frembragt af elementet a, altsa

G ={a, a, ..., alz:e}.
Lad endvidere H vaere undergruppen af 3. orden frembragt af a*:
H={d", d® a'? = ¢}.
Da G er abelsk, er H invariant; dens index er 4, og dens sideklasser er
H={d", d® ¢} Ha* = {d% a', o}
Ha = {a’, d°, a} Ha? = {d’, a't, a®}.
Gruppen G|H er givet ved fglgende Cayley-tavle:

\ H Ha Hd? Ha®

H H Ha Had? Ha®
Ha Ha Hd® Ha®> H
Hao® | Ha® Ha® H  Ha
Ha® | Ha® H  Ha Hdad?
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Eksempel (6.10)
Lad G vere den additive gruppe af hele tal, og H undergruppen bestaende
af tal delelig med 3; da G er abelsk, er H invariant. Da kompositionsreglen
er addition, plejer man at notere G|H med G — H. Sideklasserne bliver H,
H+1 H+2:

H ={0, £3, £6,...},

H+1={1,4,-2,7,-5,...}

H+2={25 -1,8 —4,...}.

Med andre ord: ethvert element i sideklassen H + 1 giver den principale rest
1 ved division med 3, mens ethvert element i H 4 2 giver principal rest 2 ved
division med 3. Cayley-tavlen ser saledes ud:

‘ H H+1 H+2
H H+1 H+2

H+1 H+1 H+2 H
H+2 H+2 H H+1

7. Homomorfi og isomorfi

Lad (G,-) og (G',0) veere to grupper og f en afbildning af G ind i G'. Af-
bildningen f kaldes en homomorfi, hvis der for alle a, b € G galder, at

fla-b) = f(a)o f(b).

Hvis vi betegner billedelementet f(a) med o', kan homomorfiegenskaben
udtrykkes ved:
(a-b) =a ob.

Idet e er neutralt element i G, og
a=(a-e) =dof,
ser vi, at ¢/ = f(e) er neutralt element i G'. Desuden er
¢ =(a-at =do(aty,

hvilket viser, at (a’)~! = (a™!)’ eller

[f(@)] ™ = fla™).

Eksempel (7.1)
Lad (G, -) veere den cykliske gruppe af orden 8 frembragt af elementet a, dvs.

G={a,d? ... a®=e)}.
Lad (G, +) veere den additive restklassegruppe modulo 12, dvs.
G'={0,1,..., 11}
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med addition modulo 12 betegnet ved +. Vi definerer nu en afbildning f af
G ind i G’ ved

Sa er fx
fl@®-a®) = f(a®) =3=6+9 = f(a®) + f(a®).

Man kan nu vise alment, at for alle x, y € G er

flx-y) = flz) + fy)

(prov dette); en anden mulighed er at efterprove direkte de 64 mulige pro-
dukter og derved indse, at f er en homomorfi af G i G'.

Eksempel (7.2)

Lad G = GL,, vaere den multiplikative gruppe af reguleere matricer af nte or-
den, G’ den multiplikative gruppe af komplekse tal # 0. Med M, N betegner
vi matricer, elementer i GL,,, og | M| betegner M’s determinant. Afbildnin-
gen f(M) = |M] af G ind i G’ er en homomorfi, idet

|[MN| = |M[|N|.

Idet vi benytter betegnelserne indfgrt for de to eksempler kan vi nu vise:

Satning (7.3)
Hvis f er en homomorfi af G ind i G', sa er maengden f(G) af billedelementer
en undergruppe i G'.

Bevis: Vi har allerede set, at det neutrale element ¢/ € G’ er indeholdt i
f(G@), idet ¢ = f(e). Homomorfiegenskaberne viser direkte, at f(G) er stabil.
Ethvert element o’ € f(G) har et inverst (a=!) € f(G), og gyldigheden af
den associative regel i f(G) folger af dens gyldighed i G'.

Satning (7.4)
Hvis f er en homomorfi af G ind i G’, er maengden:
kerf ={z € G| f(x) = €'} en invariant undergruppe i G.

Bevis: Vi vil tillade os at undertrykke symbolet for kompositionsreglerne
1 Gog G'. Idet z, y € kerf, geelder da f(zy) = f(x)f(y) = €'¢’ =€, og
derfor zy € kerf. Meengden kerf er derfor stabil. Den associative regel er
trivielt opfyldt i ker f som delmaengde i G. Det neutrale element e € ker f, da
f(e) =€, og om 271 geelder, at f(z= 1) = [f(x)]7! =[] = ¢, og derfor
271 € kerf. Hermed har vi vist, at kerf er en undergruppe. For at vise, at
kerf er invariant, benytter vi (6.2): Lad t veere et vilkarligt element i G, og
x € kerf. Saer

JE ety = FENE T = FOIT () =< = et € ker.
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Definition (7.5): En enentydig homomorfi f af en gruppe G pa en gruppe
G’ kaldes en isomorfi af G pa G', og to grupper kaldes isomorfe, hvis der
findes en isomorfi af den ene gruppe pa den anden; vi skriver G = G'.
Eksempel (7.1) viser, at en homomorfi behgver ikke at vaere en isomorfi; i
eksemplet er f hverken enentydig eller pa.

Nar f er en isomorfi, er f(G) = G’, og kerf = {e}. Omvendt geelder ogsa,
at f(G) = G’ og kerf = {e} medfgrer, at f er enentydig; thi f(a) = f(b)
medfgrer f(ab™') = f(a)[f(b)]7' = f(a)[f(a)]"! = ¢/, og derfor ab~! = ¢,
hvoraf fglger a = b.

Definition (7.6): Hvis f er en homomorfi af gruppen G pa gruppen G, sa

kaldes G’ en repraesentation af G. Hvis f er en isomorfi af gruppen G pa
gruppen G’, sa kaldes G’ en tro repraesentation af G.

Vi skal slutte denne paragraf med nogle eksempler pa repraesentationssaet-
ninger.

Saetning (7.7) (Cayley)
Enhver endelig gruppe G af orden n er isomorf med en undergruppe i S,,.

Bevis: Lad elementerne i G veere g1, gq,..., g,. Sa er elementerne g,g;,
929;s - - - 9,9; indbyrdes forskellige elementer i G og derfor blot G’s elementer
i en eller anden raekkefolge: g; , g;,,- .-, g;,- Vi kan derfor knytte en permu-

tation til gruppemedlemmet g; og derved fastleegge en afbildning f af G ind

i8S,
fe= (o o)

1 12 n

Afbildningen f er en homomorfi, idet

N (L2 e Y _(dy dy e gy e Zn)
f(g]) B (]1 Jp e ]n) B (kl k2 ku kn
giver for det forste

fafe) = (o £ A TR

og for det andet

S
S
~—

9u(9:9;) = (949:)9; = 9:,9; = 9, (w=1,2,...,n).

Altsa er f(g,9;) = f(9;)f(g;), og ifelge (7.3) er f(G) en undergruppe i S,.
Denne afbildning er enentydig fordi forskellige gruppeelementer afbildes i
forskellige permutationer; det geelder oven i kgbet, at g; # g; medforer ¢, # j,
for w =1, 2,..., n i de tilhgrende permutationer, thi g,g; # 9y9;- Hermed
er beviset feerdigt.

Satning (7.8)

Enhver cyklisk gruppe af orden n er isomorf med (Z,,, +), den additive rest-
klassegruppe modulo n. Enhver uendelig cyklisk gruppe er isomorf med
(Z,+), den additive gruppe af hele tal.
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Bevis: 1) Lad G veare en endelig, cyklisk gruppe af orden n, frembragt af
elementet a. Definér en afbildning f af G i Z,, ved

f@™)y=m (for 0 <m <n).
Det skal fremhaeves, at a® = e og f(a®) = 0. Afbildningen er enentydig, og
fla'a) = (") = f(d") =1,

hvor r er den principale rest af i + j ved division med n. Men i (Z,,, +) er
i + j =r, og derfor geelder

f(a'a) = f(a') + f(a?).
Afbildningen f er saledes en isomorfi.

2) Lad G veere en uendelig cyklisk gruppe frembragt af elementet a:
G = {a" | k helt tal}.

Definér en afbildning f af Z pa G ved f(k) = a.
Afbildningen f er enentydig, thi hvis a’ = o/, men fx i < j, sa var o/~ = e.
Saetter vi nu j — i = m, sa geelder for ethvert helt tal k:

k=qgqm+r, (0<r<m) = d"=a"d =d",

men heraf kunne vi slutte, at et vilkarligt element o* € {a°, a',..., a™ 1},
Dette strider imod at G er uendelig. Afbildningen f er tillige en homomorfi,
idet

f(s+1t)=a*T =a’a’ = f(s)f(t).

Altsa er f en isomorfi.

Saetning (7.9)

Hvis H er en normal undergruppe i en gruppe G, sa kan G afbildes homomorft
pa faktorgruppen G|H. Omvendt: hvis G' = f(G) er det homomorfe billede
af G ved homomorfien f, sa er G' isomorf med faktorgruppen G|kerf.

Bevis: 1) Vi definerer en afbildning f; af G pa G|H:
filz) = Hx (for z € G).
Da H er normal, er ifglge (6.6)
filey) = Hry = (Hx)(Hy) = fi(2)f1(y).

fi er altsa en homomorfi af G pa G|H; f; kaldes den naturlige homomorfi af
G pa G|H. Vi kan bemeerke, at kerf; = H.

2) I beviset for den omvendte saetning er det bekvemt at betegne ker f med
E. Vi vil sa indfgre en afbildning F af G|E pa G' = f(G) ved

F(Eg) = f(9)-
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Denne afbildning er en homomorfi, idet

F(Eg Egy) = F(Eg192),

fordi E er invariant ifglge (7.4); men

F(Eg195) = f(9192) = [(91)f(92) = F(Eg,)F(Egy),

fordi f er en homomorfi. Afbildningen F' er desuden enentydig; antog man
nemlig, at F(Eg,) = f(g,) = F(Egy), sa ville

F((Eg)(Egy)™") = F(Egig3") = f(9195) = f(g1)[f(9)] ' = ¢

hvor ¢/ er neutralt element i G’; dette ville betyde, at g5 * € E, og derfor
Eg, = Eg,. I alt har vi nu vist, at F' er en isomorfi.

8. Direkte produkt af grupper

Lad G| og G, veere to grupper. Ved det direkte produkt G| ® G, af Gy
og G4 skal vi forsta maengdeproduktet af G og G5 forsynet med fglgende
kompositionsregel

(8.1) (91, 92)(h1, ha) = (91h1, gahsa),
hvor ¢y, hqy € Gy 0g gy, hy € G,

Idet meengdeproduktet af G; og G, bestar af ordnede par (g;,¢gs) ser vi, at
G, ® G4 er stabil med hensyn til kompositionsreglen i (8.1). Desuden er
elementet (e;, e5) neutralt i G; ® Gy, idet e; (ey) betegner neutralt element i
G, (Gy). Endelig er (g7, g5 1) inverst element til (g;, go), og den associative
lov er trivielt opfyldt i G; ® G4. Det direkte produkt er saledes en gruppe.

Mengden
Hy ={(g1,e2) | 91 € Gy}

eftervises let at veere en invariant undergruppe i G; ® G5, og afbildningen f
af H, pa G givet ved

flg,e2) = o

er en isomorfi af H; pa G. Tilsvarende finder man, at

Hy ={(e1,99) | 9o € Gy}

er en invariant undergruppe i Gy ® Gy, og H, er isomorf med G.
De to undergrupper H; og H, kommuterer, dvs. HyHy = HyH,. Lad nemlig
a=(gy,e9) € Hy 0g b= (e1,99) € Hy; saer

ab = (g1, e3)(e1,92) = (91, 92) = ba

Denne relation viser tillige, at ethvert element i G; ® G5 kan skrives som
produkt af et element fra H; og et fra H,. Desuden har H; og H, kun det
neutrale element (e, ey) feelles. Disse betragtninger leder til fglgende:
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Satning (8.2)

En gruppe G er isomorf med det direkte produkt af to af dens undergrup-
per A og B, nar og kun nar A og B er invariante undergrupper i G med
feellesmeengden lig {e} og med AB = G.

Bevis: Vi har allerede set ovenfor, at A® B indeholder isomorfe eksemplarer
af A og B med de naevnte egenskaber. Antag derfor omvendt, at A og B er
invariante undergrupper i G med faellesmeengde {e¢} og AB = G. Betragt sa
et element

a v tab = a1 (b7 ab) = (a7t ta)b,

hvor a € A, b € B. Dette ses at tilhgre bade A og B, fordi disse er normale
undergrupper, jvf. (6.2); derfor er

a v lab=¢ og ab=0ba og AB= BA(=GQ).

Fremstillingen g = ab, hvor a € A, b € B, af et vilkarligt element g € G er
éntydig, idet ab; = asby medforer ayla; = byby ' € {e}, eller

a;lal = b2b1_1 =e = a; =ay by =by.
Men sa er afbildningen f af G pa A ® B givet ved f(g) = (a,b) en isomorfi,
fordi
9192 = (a1b1)(aghy) = (ayay)(byby)
og
f(9192) = (aya9,b109) = f(g1)f(92)-
Hermed er seetningen bevist.

Man omtaler ofte gruppen G i (8.2) som selve det direkte produkt af A og
B. T denne formulering giver resultatet (8.2) folgende korollar, der ofte tages
som definition af det direkte produkt:

Korollar (8.3)
En gruppe G er et direkte produkt A ® B af to undergrupper A og B, hvis

1) ethvert g € G kan skrives g = ab, a € A, b € B;
2) faktorerne a og b er éntydigt bestemt af g;
3) ethvert a € A kommuterer med ethvert b € B.

Tilsvarende siger man G = A; ® Ay ® --- ® A, er et direkte produkt af
undergrupperne Ay, Ay, ..., A;, nar

1) ethvert g € G kan skrives g = ajay - - - ay, a; € A;;
2) faktorerne a; er éntydigt bestemt af g;

3) ethvert a; € A; kommuterer med ethvert a; € Aj foriogj=1,2,..., k
og i # j.
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Eksempel (8.4)

Lad G = {1, 2,4, 7, 8, 11, 13, 14},

og lad kompositionsreglen veere multiplikation modulo 15. Herved far man en
abelsk gruppe (vis dette!). G indeholder en cyklisk undergruppe af 4. orden
frembragt af element 2:

Cy=1{1,2 22 =142 =38},
og en cyklisk undergruppe af 2. orden frembragt af elementet 11:
Cy ={1,11}

Vi ser straks, at Cy og C, har kun det neutrale element 1 feelles. Desuden er
Cy og Cy normale, da G er abelsk, og

CoCy = {1, 2, 4, 8, 11, 22, 44, 88}.

Men her er 22 = 7, 44 = 14 og 88 = 13, altsammen modulo 15, og Cy,C} er
derfor netop G. Ifglge (8.2) og bemarkningerne derefter kan vi derfor sige

G=C,®C,

Eksempel (8.5)
Vi vil vise, at pa neer isomorfier findes der kun to grupper af orden 4. Ifglge
(2.6) kan ordenen af et element i en gruppe af orden 4 kun veere 2 eller 4.

1) Hvis gruppen G indeholder et element a med ordenen 4, sa er G cyklisk
og G ={e, a, a?, a’}.

2) Hvis de tre elementer a, b, ¢ # e i gruppen har ordenen 2, sa frembringer
hver af disse tre elementer undergrupper af orden 2, hver af index 2 og derfor
normale, ifl. (6.3). To vilkarlige af disse har kun {e} feelles, og fx

{e, a}{e, b} ={e, a, b, ab} =G

da ab ma veere gruppens element c¢. Bade {e, a} og {e, b} er cykliske og
isomorfe med Cy og derfor er G = Cy ® Cy. G kaldes Kleins fire-gruppe.

9. Reprasentation af en gruppe ved linezre
transformationer

Som allerede neevnt i (7.6) forstar vi ved representation af gruppen G en ny
gruppe G’, som er et homomorft billede af G, reprsesentationen kaldes tro,
hvis G’ er isomorf med G. Vi skal i det folgende udelukkende beskseftige os
med de tilfeelde, hvor G’ er en (under)gruppe af matricer i GL,,, se (7.2), og
vi fastleegger derfor folgende

Definition (9.1): En repaesentation af nte grad af en gruppe G er en med
G homomorf undergruppe G’ i GL,,.
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Man fastleegger altsa repraesentationen G’ ved til ethvert element g € G at
opgive matricen f(g) € G’ svarende til g under homomorfien f af G pa G';
gruppen G’ = f(G) er indeholdt i GL,,. Som illustration til denne definition
kan vi neevne folgende:

Da GL; selv er isomorf med den multiplikative gruppe af komplekse tal # 0, sa
kan en reprzesentation af 1. grad af en gruppe G opgives ved en (under)gruppe
G’ i den multiplikative gruppe af komplekse tal # 0, fx er f(g) = 1 for alle
g € G en (ikke-tro) repreesentation af 1. grad af G.

En tilsvarende enkel repraesentation, men af nte grad, fas ved at seette f(g) =
E for alle g € G, hvor E er enhedsmatricen i GL,,.

Definition (9.2): Ved karakteren x ; af en repreesentation f(G) af gruppen
G forstas funktionen x ¢ (g) defineret pa G ved

Xy(g) = spor f(g)

Karakteren er saledes (komplekse) tal. Hvis repraesentationen er af 1. grad
er x(g) lig med det komplekse tal f(g); for en repraesentation i almindelighed
geelder, at repreesentationens grad n er lig med x f(e), hvor e er det neutrale
element i G.

Satning (9.3)
Konjugerede elementer i en gruppe G har samme karakter; dvs. karakteren
atheenger af G'’s konjugationsklasser.

Bevis: Lad ¢ =t !gt, hvor t, g € G. Sé er
F)=F0"gt) =[O F(9)f () og sporf(g) = spor f(g)

fordi matricerne [f(t)]'f(g)f () og f(g) har samme reduktionsdeterminant.
Men dermed er

X¢(9') = x4(9)-

Lad nu f(G) repraesentere gruppen G i GL,,, og lad S vaere matricen hgrende
til en lineger transformation K™ pa sig selv, dvs.

=8z,
hvor § € GL,, og x, x’ € K™. Sa er afbildningen f’ af G ind i GL,, givet ved
fll9)=8"%9 S
en homomorfi. Thi

F(9192) = 87 f(9192) S = S F91)f (92) S
=S7'f(91) SS™'f(92) S = £'(91)f (90)

Gruppen f'(G) er derfor ogsa en repraesentation af nte grad af G. Reprae-
sentationerne f(G) og f'(G) kaldes akvivalente.
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Saetning (9.4)
Akvivalente repraesentationer har samme karakter.

Bevis: Idet f'(g) = 871 f(g) S ved vi fra matrix-regningen, at spor f'(g) =
spor [S™! f(g) S] = spor £(g), men det betyder netop X (9) = x4(9)-

I fortseettelse af saetning (7.7) skal vi her konstruere en tro repraesentation af
nte grad til en endelig gruppe G af orden n. Idet vi benytter betegnelserne
fra (7.7) knytter vi til elementet g; € G matricen F(g;) bestemt pa folgende
made: forste raekke bestar af lutter 0’er undtagen i sgjle i;, hvor der skal
sta 1; anden rackke bestar af lutter 0’er undtagen i sgjle iy, hvor der skal
sta 1, etc.; her er i, bestemt ved, at g,g; = g; . Matricen F(g;) kaldes en

e
permutationsmatriz, og man ser, at den er en ortogonal matrix ([F(gz-)]_1 =

[F(gz-)]T), og at den linezere transformation af K™ pa sig selv givet ved
T
o =[F(g)] z

vil permutere en basis by, by, ..., b, for K" til b; , b, ..., b; . Repraesenta-
tionen F(G) kaldes den regulere repraesentation af G. Vi skal fremhaeve, at
den eneste af matricerne F(g;), som indeholder 1-taller i diagonalen, er F(e).
Dette udtrykkes i fglgende

Satning (9.5)
Karakteren af den regulsere repraesentation er repracsentationens grad pa det
neutrale element e € GG, og ellers 0, eller

xr(e)=n, og xp(9) =0 (9€G, g#e).

Eksempel (9.6)
Vi betragter en cyklisk gruppe C, af orden 4 med elementer e, a, a
f(Cy) er en repraesentation af 1. grad, sa er

2 a3. Hvis

og f(a) en enhedsrod af 4. orden. Der findes derfor 4 forskellige repraesenta-
tioner af 1. grad af Cj:

‘ (& a CL2 CL3
A1 1 1 1
fo |l 1 i =1 —i
fr 1 -1 1 41
Al 1 —io—1

Af disse er f5(Cy) og f4(C,) tro repraesentationer.

Eksempel (9.7)

Vi betragter diedergruppen Ds, bestaende af afbildninger af en ligesidet tre-
kant pa sig selv. Dens elementer betegner vi ey, cs, c%, dy, dgy, d3, hvor c3
er drejningen pa 120° om normalen til trekantens plan gennem centrum, og
hvor d; er en 180° drejning om en af de tre hgjder i den ligesiddet trekant.
Gruppetavlen ser saledes ud:
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d2 d2 dl d3 03 € C%
d3 d3 d2 dl C% C3 €

Man ser umiddelbart, at D5 er isomorf med Ss, se gruppetavlen i eksempel
(3.2).

Ved en representation af 1. grad af D3 ma det gaelde, at d; svarer til 1 eller —1,
da d? = e. Ligeledes ma c3 og c3 svare til enhedsrgdder af 3. orden. Endvidere
er dycyd, = c3, hvilket medfgrer, at c5 og c3 svarer til samme enhedsrod af 3.
orden, som derfor ma veere 1. Der er derfor to repreesentationer af 1. grad:

|
fi ‘
fo

Ved en repreesentation af 2. grad er der til ethvert element i D3 knyttet en
reguleer matrix af 2. orden; denne kan opfattes som en linezer transformation
af planen R%. Nu afbilder ethvert element i D3 netop trekantens plan i sig
selv, og man kan derfor straks opskrive en sadan repraesentation efter valg
af koordinatsystem. Lad fx et sadvanligt retvinklet koordinatsystem veere
valgt med nulpunkt i trekantens centrum og abscisseakse pa en hgjde, saledes
at en vinkelspids fglger efter nulpunktet. Man finder da:

€ C3 C% dl d2 d3
1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1

B S VE] _1 V3
fle)= ((1) (1)> fleg) = (é _i ) f(3) = (_é _21)
2 2 2
_1 V3 1 3
f(dl):((l) _01) f(d2):(\/§% ?) f(d?’):( Ne 12)
2 2 T2 2

Vi bemeerker, at x(e) = 2, altsa graden af repraesentationen, at yx (c3) =
Xf(cg) = —1, og x;(d;) = 0; disse resultater stemmer med eksempel (4.5) og
seetning (9.3).

Ved en representation af 3. grad skal der til ethvert element i D knyttes
en reguleer matrix af 3. orden. Ligesom ovenfor ser vi, at elementerne i Dy
er afbildninger af R?, og efter valg af koordinatsystem kan man opskrive
matricer for disse (prov dette).

Ved den regulere reprasentation F(Ds) af Ds skal der til ethvert element
i D5 knyttes en permutationsmatrix af 6. orden. Til e knyttes naturligvis
E, enhedsmatricen af 6. orden. For at bestemme F(c3) skal vi ifl. op-
skriften ovenfor udregne Ges = {gy,..., gsles = {e, c3, 3, dy, dy, d3}cs =
{eg, &4, e, dy, dy, dy} = {99, 93, 915 96> 9a» G5} Dermed har F(cy) et 1-tal i



26 Gruppeteori

2. sgjle af 1. reekke, i 3. sgjle af 2. rackke, i 1. sgjle af 3. rackke, etc. Ved en
tilsvarende udregning af F'(d,) fas:

01000 0 000010
00100 0 00000 1
100000 “looo1 00

Fles)=10 0000 1| % Fd=[{g o1 0 0 0
000100 100000
000010 01000 0

De gvrige matricer opskrives let ved at udnytte sgjlerne i gruppetavlen. Man
bekreefter, at fx F(c3)F(dy) = F(d3) og at

Xrp(e) =6 mens xp(d;) = xp(cs) = xp(c3) =0.

Vi vender nu tilbage til begrebet sekvivalente repraesentationer. Ifglge selve
begrebet falder repraesentationer af samme grad for en given gruppe i klasser
af indbyrdes ackvivalente repraesentationer, som hver for sig kan betragtes
som kendt, nar blot en enkelt repraesentant for en klasse er kendt. Problemet
at bestemme samtlige repraesentationer af en gruppe (af en given grad) redu-
ceres herved til en bestemmelse af klasserne af sekvivalente repraesentationer,
eller med andre ord til en bestemmelse af et fuldsteendigt system af ikke-
&kvivalente repraesentationer. For endelige grupper har man her et afggrende
hjaelpemiddel i folgende saetning (9.8), hvorefter man kan begreense undersgg-
elsen til unitere representationer, dvs. repraesentationer givet ved uniteere
matricer.

Satning (9.8)
Enhver klasse af xkvivalente repracsentationer for en endelig gruppe inde-
holder (mindst) en uniteer repracsentation.

Vi vil fgre beviset for denne sesetning ved at bemeerke, at den er en konsekvens
af fglgende

Saetning (9.9)
Til en vilkarlig endelig undergruppe af matricer A, A,,..., A, 1 GL,, findes
S ¢ GL,, siledes at matricerne S™'A,S, ST A,S,.... 87 A8 alle er

unitaere.
Bevis: Vi begynder med nogle betegnelser:

ST skal betyde 8 transponeret. S skal betyde S transponeret og komplekst
konjugeret, (ST)*. Saer 7! = S ensbetydende med, at S er uniteer, mens
S =81 er ensbetydende med, at S er hermitesk. En diagonalmatrix med
elementer \;, Ay,..., A, vil vi her betegne med: {A;, Ay,..., A, }. Og nu
beviset:

Lad

(9.10) A=> AA,
J
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Sa er A = A og formen

en positiv definit (og hermitesk).

Ifplge hovedszetningen om reduktion af hermiteske former findes der en uniter
matrix U, saledes at

(9.11) U'TAU=A={)\,)\y,...., \,},
hvor Ay, Ag, ..., A, er egenveerdierne for A, og hvor A\; > 0. Vi seetter
_ -1 C
B,=U "A;U GJ=1,2,...,7)
Sa er ifplge (9.10) og (9.11):

H
(9.12) A=) Bj'B; og
J
1 1 1 -1 1 _1
(9.13) E=AZAAZ, hvor ATZ={\7 A7 ..., A7)

Endelig seetter vi
1 1 1 1 1 1
(9.14) D;=A2B;A"2, hvor A2 ={A\{, A\j,..., Ai}.
Vi viser dernaest, at D; er uniteer:
DI'D; = (A2BIAY) E (A2BA7?)
= (A"ZBIIAT) (A 2AATY) (A%BJA*%)
A %BH(ZBHB)B A2

ml»a

A~ [Z(BB) (B,Bj)|A" 2.

7
Nu udnytter vi, at A, A,,..., A,, og derfor ogsa By, By,..., B,
endelige grupper; dette medfgrer, at

> (B,B))"(B,B)) =Y. BI'B, = A

1

udggr

Vi finder derfor ) .
DID;=A AN 2=E

Til slut bemeerker vi at
D,=ATU'A;UA T,
og den i seetningen naevnte matrix S er derfor

S=UA?.
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Hermed er beviset feerdigt for (9.9). Seetningen (9.8) folger af denne, idet vi
satter f(gj) =A;,j=12,...,r1

Eksempelvis kan vi naevne, at repraesentationen af 2. grad i eksempel (9.7) er
uniteer; i almindelighed geelder, at den regulsere repraesentation er uniteer.

Som felge af seetning (9.8) vil vi overalt i det fglgende teenke os valgt unitaere
repraesentationer for endelige grupper, dvs. de indgaende matricer er unitaere.

10. Reducibel og irreducibel repraesentation

Vi teenker os nu givet en gruppe G og to repraesentationer A; og B; af grader
henholdsvis m og n, dvs. A; er (uniteer) af orden m, og B; er (uniteer) af
orden n, mens j =1, 2,..., r, hvor r er gruppen G’s orden. Sa kan vi danne,
hvad vi vil kalde diagonalblokmatricer:

(10.1) {A; B} = <Aoj gj)

af orden m + n. Man efterviser let, at
{4;,B;} - {A;, B} ={A,A;, B;B,},

og heraf slutter man, at matricerne i (10.1) ogsa er en repraesentation af G,
men af grad m + n.

Tilsvarende kan man til tre repraesentationer givet ved matricer A]», B;, C;,
danne en ny repraesentation ved hjeelp af diagonalblokmatricer

A, 0 0
0 0 ¢

og sa videre.

Nu er det egentlig den omvendte proces, der vil interessere os, nemlig den,
hvorved en forelagt repraesentation, som fx (10.2), kan opspaltes i repraesen-
tationer af lavere grader. Det er her veesentligt at bemseerke, at repraesen-
tationer, der er akvivalente med fx D; i (10.2) vil i almindelighed ikke
fremstilles ved diagonalblokmatricer, idet S 71DjS ikke behgver at udvise
diagonalblokstruktur. Men vi fastsaetter:

Definition (10.3): En repraesentation M; skal kaldes reducibel, hvis enten

repraesentationen selv eller en med den skvivalent repraesentation S _leS
kan fremstilles ved diagonalblokmatricer. Hvis hverken matricerne M; eller

S 71MjS for noget som helst S er diagonalblokmatricer, siges M at veere
en irreducibel repraesentation.
Det er nu let at vise

Seetning (10.4)
Hvis en uniteer repreesentation D; af grad n lader et egentlig underrum V7
(af dimension p > 0) i K™ invariant, sa er repraesentationen reducibel.
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Her betyder udtrykket, at “D; lader V¥ invariant”, at for ethvert z € V? vil
(10.5) y=DjzeV?

Vi forer beviset ved forst at veelge et nyt koordinatsystem i K™ bestemt ved
koordinattransformationen

z = Sz;, hvor s 1= gH

Her skal de p forste basisvektorer veclges som ortonormerede vektorer, der
udspaender VP, mens de n — p sidste af de ialt n ortonormerede basisvektorer
vil udspaende rummet V+ bestaende af vektorer ortogonale pa VP. Transfor-
mationen i (10.5) antager herved formen

y, =S"D;Sz,,

hvor de p forste s@jler i matricen S H D;S er billedvektorerne af de p forste
basisvektorer, disse billedvektorer ligger imidlertid i VP og har derfor 0’er pa
de sidste n — p pladser i deres koordinatfremstilling. Endvidere er de sidste
n — p sgjler i 87 D; S billeder af basisvektorer i VL sadanne billedvektorer
ligger ogsa selv i V+ og har derfor 0,er pa deres p forste koordinater. Matricen
st D;S har herefter udseendet

A, 0
Hp o
S Dj5—<0] Bj>’

hvor Aj er af orden p, og B af orden n —p. Repreesentationen D; er hermed
vist at veere reducibel.

Bemaerkning: I betragtning af (9.8) kan vi svaekke forudssetningerne i
(10.4), saledes at den kommer til at lyde: Hvis alle matricer af en reprsesenta-
tion lader et egentligt underrum invariant, sa er repraesentationen reducibel.
Det er uden videre klart, at den omvendte sstning geelder, idet man for
en reducibel repraesentation kan benytte diagonalblokfremstillingen og deraf
direkte afleese invariante underrum.

I §9 indferte vi betegnelsen {l,,...,l} = [E. I forbindelse med (10.2) skal
pa lignende made {hE,kE IE} betyde en diagonalblokmatrix med samme
bloktyper som {A;, B;, C;}.

Sa betragter vi en vilkarlig repraesentation sekvivalent med D; i (10.2), altsa
matricer af formen

/ -1
og i tilknytning hertil
T =S YhE kE IE}S,

sa kan vi let efterprgve, at
D;- T = TD;
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selv, nar h, k, [ er indbyrdes forskellige. Gyldigheden af disse betragtninger
er uatheengigt af antallet af blokke i diagonalen i Dj, og vi har derfor vist:

Saetning (10.6)
Hvis en repraesentation D;- er reducibel, sa findes der en matrix T # cE,

saledes at D; T= TD;.
Den omvendte seetning geelder ogsa:

Saetning (10.7)
Hvis der findes en matrix T # cFE, saledes at T kommuterer med hver af
matricerne D; I en repraesentation, sa er repreesentationen reducibel.

Ekvivalent med (10.7) er folgende:

Saetning (10.8)
Hvis der findes en matrix T som kommuterer med hver af matricerne Dj I
en irreducibel repreesentation, sa er T = cE.

Vi foretraekker at bevise den sidste formulering:

Bevis: Lad ¢ veere en egenveerdi for T, dvs. ¢ er en rod i determinantlig-
ningen | T'—tE| = 0. Svarende til ¢ findes der et underrum V" af K™ bestaende
af egenvektorer for vektorfunktionen y = Tzx. Der geelder altsa

(10.9) Tx=cx for ethvert z € V.
Dette underrum V' er invariant over for Dj, idet
TD]-Q = Dj Tx = chg = cDjQ.

Denne relation viser nemlig, at vektoren D;z er en egenvektor for T' svarende
til egenveerdien ¢, og D;z tilhgrer derfor V. Eftersom D; er irreducibel ma
V veere hele K™ (10.4). Ifglge (10.9) geelder altsa

Txr =cx for ethvert z € K",

hvilket medfgrer, at T = cE.
Vi kan straks give en anvendelse af den vigtige seetning:

Korollar (10.10)
En irreducibel repreesentation af en kommutativ gruppe G er af 1. grad.

Bevis: Lad D; reprasentere G; s& er D;D, = D, D;, for j =1,2,...,r,
hvor r er G’s orden. Ifglge (10.9) far vi sa: Dy = ¢, E. Men dette viser

netop, at E ma veere af 1. orden, idet vi benytter at Dy, Ds,..., D, er en
irreducibel repreesentation af G, jvf. (10.3).

11. Schur’s lemma og ortogonalitetsrelationerne

Som optakt til dette afsnit skal vi bevise en ssetning, som er i slegt med
(10.8); den omtales ofte som Schur’s lemma:
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Saetning (11.1)

Lad A; og B; veere to irreducible reprasentationer af gruppen G af grader
henholdsvis n og p, og lad y = Tz vaere en linezer atbildning af K" ind i KP.
Hvis det om matricerne T, Aj og Bj geelder, at

(11.2) TA;=B,T (j=12,....1),

hvor r er G’s orden, sa er enten T en nulmatrix eller p = n, T regulaer og
A; og B; @kvivalente.

Bevis: Lad V(T') betegne samlingen af billedvektorer i K? under afbildning
givet ved T'. Vi ved V(T) er et vektorrum i KP. Lad y € V(T'). Sa er

Dette viser, at V(T') er et invariant (under)rum over for B;. Ifslge bemaerk-
ning til (10.3) og ved at benytte, at B; er irreducibel, kan vi slutte, at V(T')
er enten ( eller hele KP. I fgrste tilfeelde matte T veere nulmatricen, og vi
var feerdige. I andet tilfeelde, hvor altsa V(T') = KP, betragter vi

ker T ={z € K"| Tz =0¢€ K"}
ker T er et vektorrum (i K™). Hvis z € ker T, sa geelder

dvs. z € ker T medfgrer AJQ € ker T, eller med andre ord ker T' er et

invariant (under)rum over for A;. Da A; er irreducibel, ma ker T' veere 0
eller hele K™.

Tilfeeldet ker T' = K™ strider mod, at V(T') = KP.

Tilfeeldet ker T' = 0 medfgrer, at T er reguleer, idet

1) Tay = Tzy = T(z; —25) =0 = z; =2y,

2) Af 1) folger, at V(T') er n-dimensional; men V(T') er hele KP, og derfor
er p=n.

Af (11.2) folger dernzest A; = Tlej T. Hermed er beviset fort.

Vi gar derngest over til de sakaldte ortogonalitetsrelationer, som ofte anvendes
i fx kvantemekanikken.

Lad G veere en gruppe af orden r bestaende af elementerne ¢, gs, ..., g,;
lad to ikke-aekvivalente, irreducible, uniteere repraesentationer veere givet ved
henholdsvis matricerne A) = A(g,) af nte grad og B®) = B(y,) af pte grad,
hvor s =1, 2,..., r. Vi betegner elementerne i matricerne AL) og B®) med

henholdsvis az(;) og b,(:l). Sa geelder der

Saetning (11.3)
For vilkarlig valg af indices i, j, k, | er

oMo
(11.4) > a; by ]" =0
s=1
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,
T
(11.5) > az(;) )" = —0ik0j1,
s=1
hvor 0;;, og & ;1 er Kronecker-symboler.
Bevis: Lad forelpbig M veere en vilkarlig matrix af type (n,p) og konstruér

matricen
T

S - Z A(QS)M[B(QS)]il

s=1

For fastholdt g, € G benytter vi dernaest dels, at g,g, gennemlgber G' med
g, dels at repraesentationsegenskaberne medfgrer fx

[B(g:9,)] " = [Blg,)] ' [Blg)] ™

sa finder vi:

A(g)S = 3" Alg))Alg,)M[B(g,)]"!

s=1

= Y Algy9.)M[Blg,9.)] " Blg:) = SB(g)
s=1

Denne matrix S tilfredsstiller altsa (11.2) (med A og B ombyttede) og ma

ifplge Schur’s lemma veere nulmatricen, fordi A®) og B®) er irreducible
repraesentationer. Med andre ord: for vilkarligt valg af M er

(11.6) S A(g,)M(B(g,)] " = 0.
s=1

Vi veelger nu M til den matrix, hvis element {M}; = 1, mens alle andre
elementer er 0; sa giver (11.6)

(1L7) il{A@S)}ij{[B(gs)]l 5 =0,

Da matricen B(g,) er uniter, er elementer {[B(g,)] "'}, = [b,(j)]*, og (11.7)

bliver netop til (11.4).
Vi gar tilsvarende frem med udledelsen af (11.5): Lad

T =3 A(g,)M[A(g,)]".
s=1

hvor M er vilkarlig af type (n,n). Sa er A(g)T = TA(g,), og T, ifolge
(10.8), af formen cE, altsa

(118) T = Z A(QS)M[A(QS)]il =cE,
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hvor ¢ = ¢(M). Igen velger vi specielle matricer pa M’s plads: vi setter
{M},; = 1, mens alle andre elementer i M settes lig 0; den tilhorende c-
veerdi kalder vi ¢;;. Sa giver (11.8):

T

(11.9) > {A(g) i {[A) Yk = cdin

s=1
Veerdien i kan vi beregne ved at saette ¢ = k og summere over i fra 1 til n.
n T 1 T
ne; = Z Z {A(gs)}ij{[A(gs)]_ hi = Z{E}jl = 7"5j1-
s=1

=1 s=1

Dette indseettes i (11.9) og benytter vi, at matricen A(g,) er uniteer, fas netop
(11.5).

Relationerne (11.4) og (11.5) kan specielt skaffe oplysninger om gruppekarak-
terer: Fgrst seetter vi¢ = j og k =11 de to formler:

(11.10) S all T =0
s=1
" s S)1% r
(11.11) Za’z('i)[al(fk)] :Eéik'
s=1

I disse formler benytter vi dernaest, at gruppekarakteren
05
S
Xalgs) = Z T
i=1

og finder ved summation over bade i og k:

(11.12) 21 valgs)xs(gs)]" =0
(11.13) zl xal)xalgn)” =7

Vi minder om, at repreesentationerne givet ved A-matricerne og B-matricer-
ne er ikke aekvivalente ifglge forudseetningerne til seetning (11.3). Sa kan vi
ved hjeelp af (11.12) bevise:

Saetning (11.14)
To ikke-ackvivalente, irreducible repraesentationer har forskellige karakterer.

Bevis: Hvis x 4(g5) = xp(g,) for ethvert s =1, 2,..., r, sa var ifplge (11.12):

T

> xalg)lxalgs)] =0

s=1

i strid med (11.13).
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Ifplge (11.14) er der lige sa mange forskellige karakterer som ikke-ackvivalente,
irreducible repraesentationer. Vi skal nu seette dette antal i forbindelse med
antallet af konjugationsklasser i G. Allerede i (9.3) naevnte vi, at gruppeele-
menter i samme konjugationsklasse har samme karakter i en given repracsen-
tation. Lad nu konjugationsklasserne i G veere Ky, K,,..., K, hvor K,
antages at indeholde r; elementer; idet vi fx teenker os K = K, er ry = 1.

Med disse betegnelser kan vi omskrive (11.12) og (11.13) til

h

(11.15) ; rixa () s ()] =0
h

(11.16) ;TZ-XA(KZ-)[XA(KZ-)J* =T

Vi kan bekvemt udtrykke resultaterne i (11.15) og (11.16) ved hjeelp af to

vektorer:
(\/?XA(KQ\/?XA(Kz)a---a\/?XA(Kh)) 08
(\/éxB(Kﬂa \/iEXB(Kz), o \/izXB(Kh))

Disse to vektorer er ifglge (11.15) og (11.16) ortonormerede (i det h-dimen-
sionale komplekse rum K”). Ud fra denne bemeerkning slutter vi, at der hajst
kan veere h forskellige karakterer hidrgrende fra irreducible repraesentationer,
simpelthen fordi h er det hgjeste antal indbyrdes ortogonale vektorer i K.
Antallet af ikke-aekvivalente irreducible repraesentationer er derfor ogsa hajest
lig h.

Vi naevner uden bevis, at der gaelder felgende:

Saetning (11.17)
For en endelig gruppe G er antallet af ikke-zekvivalente, irreducible repraesen-
tationer lig med antallet af konjugationsklasser.

Vi kan nu ifglge denne seetning bestemme ialt h ikke-sekvivalente, irreducible
repraesentationer af grader henholdsvis nq, no, ..., n; ved matricerne

A, Ay, ..., A, af orden n,
By, B,, ..., B, af orden n,

H,, H,,...  H, aforden n,
Sa er ifplge (11.15) og (11.16) matricen

TTlXA(Kﬂ rszA(K2) %XA(K}L)
VEXR(KD) [ 2xp(Ky) [ 2xp(K,)

X () \/?XH(Kz) o Exa(KG)
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uniteer, og derfor er dens sgjler ortonormerede, dvs.

L (At X (K e (B))°) = 0
eller
(11.18)
XA(Ki)[XA(Kj)]* + XB(KZ')[XB(K]’)]* Rl XH(Ki)[XH(Kj)]* = 7%5@‘]*

Af denne relation skal vi ngjes med at ggre en enkelt anvendelse: Vi veelger
i=j=1o0gdermed K; = K, og r| = 1; sa er ifglge (9.2)
XA(K) = XK =nq, .. xg(K) = g (K" =ny,

og (11.18) giver ved indseettelse:

(11.19) n%+n%+---+n%:§:r.
1

Denne relation kan i visse tilfzelde benyttes til en bestemmelse af tallene
Ny, Ny, ..., Ny, nar h og r er kendt.

Eksempel (11.20)
Vi vender tilbage til gruppen D5 i (9.7). Her skal vi se pa spgrgsmalet om
irreducibel reprzesentationer og deres karakterer. Ifglge (11.17) er antallet af

irreducible repraesentationer lig med antallet af konjugationsklasser, i dette
tilfeelde h = 3, idet D3 har fglgende klasser:

Kl = {6} 7"1 = ].
Ky = {03703} Ty =2
K3 ={dy,dy, d3} r3 =3

De tre irreducible repreesentationer har grader n;, ny, ng, som tilfredsstiller
(11.19):

n% + n% + n% = 6.
Denne ligning har som eneste heltallige, positive lgsninger n; = 1, ny = 1,
og ng = 2. Begge irreducible repreesentationer af 1. grad er anfgrt i eksempel
(9.7).

Ved den fgrste atbildes hvert element i Dy i tallet 1, og gruppekarakteren x 4
antager kun veerdien 1; ved den anden repraesentation antager karakteren y g
veerdien 1 pa K og Ky, men veerdien —1 pa Kj.

Med hensyn til repreesentationer af 2. grad, sa har vi allerede angivet én i

(9.7). Lad
r (2 1)

veere en vilkarlig matrix, og antag, at T kommuterer med matricerne i
repraesentationen af 2. grad i (9.7). Sa regner man let efter, at

Tf(d)=fd)T = b=c=0,
Tf(e3) =fl)T = a=d
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lalt finder man derfor, at T = aE. Ifplge seetning (10.6) har vi dermed vist,
at den anfgrte repraesentation er irreducibel.

Vi kan herefter opstille fplgende karaktertavle for Ds:

a |1 1 1
xg | 1 1 -1
Xc 2 -1 0

Ud fra denne tavle kan vi illustrere relationerne (11.15), (11.16) og (11.18);
forst (11.15):

TixXA(K)xp(K7) + roxa(Ko)x p(Ky) + raxa(K3)xp(Ks) =1+2—-3=0.

En illustration af (11.16) er:
rXe(BEDP + ralxo(K) P + ralxo(Ks) P =1-4+2-143-0=6=7

Og (11.18) kan belyses ved folgende to relationer:

() + (o) + o (Ko =14 14 1=3= "~
X)X a(K3)]" + x5 (Ky) X (K3)]" + xe (Ky) [xo (K3)] =

1-14+1-(=1)+(-1)-0=0.

12. Kontinuerte grupper

En behandling af ikke-endelige grupper stoder pa vanskeligheder af forskellig
art, som fx (1) elementerne har ikke ngdvendigvis endelig orden; (2) sum-
mation over alle gruppens elementer, repraesenteret ved matricer, har ikke
umiddelbart mening.

For endelige grupper skal her omtales nogle fa treek ved de kontinuerte eller
topologiske grupper; deres placering inden for gruppebegrebet er antydet ved
folgende opstilling:

endelige

diskrete
grupper
uendelige

topologiske { Lie-grupper

En gruppe kaldes topologisk, nar meengden af dens elementer udggr et sakaldt
topologisk rum; dvs. hvert gruppeelement g er tilordnet (uendelig mange)
delmeengder U(g) af gruppen; disse kaldes omegne af g. Omegnene skal op-
fylde visse neerliggende krav; ved hjaelp af omegnsbegrebet udtrykkes topolo-
giske begreber som aben maengde og afsluttet (eller lukket) maengde, ligesom
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kontinuitet af gruppemultiplikationen formuleres pa grundlag af omegnsbe-
grebet. I den forbindelse kan vi som eksempel pa “neerliggende krav” neevne:
a) helUyg) = h el
b) keU(g) AN 1€Uyh) = kleUs;(gh)

Eksempel (12.1)

Den additive gruppe R af alle reelle tal = kan opfattes som en topologisk
gruppe, idet “omegn af x” betyder et (vilk.) abent interval, der indeholder det
reelle tal . En topologisk gruppe kaldes kompakt, nar enhver overdeekning
af gruppen med abne maengder kan udtyndes til en endelig overdeekning.
For kompakte rum gelder, at enhver reel kontinuert funktion defineret pa
det kompakte rum er begreenset og antager savel supremum som infimum.
Gruppen R er ikke kompakt, jvf. funktionen f(z) = x.

Blandt topologiske grupper spiller Lie-grupperne en vigtig rolle, fordi be-
grebet dels er tilstraekkeligt omfattende til at indeholde vigtige eksempler i
geometri, analyse og fysik, og dels tilstraekkeligt sneevert til, at metoder fra
differentialligningernes teori kan anvendes ved undersggelser i Lie-grupper.

En topologisk gruppe kaldes Lie-gruppe, nar hvert af dens elementer kan
beskrives ved et endeligt antal parametre; det mindste antal parametre ngd-
vendige for denne beskrivelse kaldes gruppens dimension.

Som indledning lad os betragte en (kontinuert) gruppe, hvis elementer g(t)
kan beskrives ved en enkel, reel parameter ¢. Idet disse elementer opfylder
det forste gruppeaksiom, skal der til ethvert par af reelle tal ¢ og s findes et
éntydigt bestemt reelt tal u saledes, at

g(u) = g(t)g(s)
Gruppetavlen bliver herefter en relation til fastlaeggelse af u fra ¢, s:
u=f(t,s).

Den associative lov paleegger denne funktion, at

f(uvf(tv 5)) = f(f(uat)as)'

Yderligere ma der svarende til gruppens neutrale element e, findes en para-
meterveerdi w, som opfylder:

e=gw) A [fltw)=Fflwt)=t

da ethvert gruppeelement har et inverst, er der til enhver parameterveerdi ¢
knyttet et ¢ med

ft,t) = ft,t) =w.
Kontinuitetskravet — at gruppemultiplikationen er kontinuert — medfgrer, at
f(t, s) er kontinuert i begge variable, og at ¢ er en kontinuert funktion af ¢.
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Seedvanligvis paleegger man parameterfunktionerne — overfor funktionen f
— yderligere differentiabilitetskrav, fgr man taler om en Lie-gruppe, fx at
parameterfunktionerne er vilkarligt ofte differentiable.

Eksempel (12.2)
Lad os betragte den multiplikative gruppe af matricer af 2. orden, hvor grup-

peelementet g(¢) har formen
1 ¢
g(t) = (0 1)

g(0) er det neutrale element; g(—t) er inverst til g(¢), og funktionen ovenfor
bliver her
u= f(t,s) =t+s.

Eksempel (12.3)
Lad os betragte gruppen af linezre afbildninger af R ind i R, hvor gruppeele-
mentet g = g(ty,ty) afbilder x i 2/, sa at

d=tx+t, (4 #0)
Hvis " = s;2/ + s, og ved indseettelse: 2’ = rjz + ry, sa finder man
T = 51t og To = Sty + Sq.
Gruppens neutrale element er afbildningen, hvorved
P =tix+ty, med t=1,1,=0.
Til 2’ = tyx + ty svarer x = ;2 + 15, hvor

_ 1 - to
tl:t_ og t2:——.
1

Gruppen er ikke-abelsk og to-dimensional.

Eksempel (12.4)
Akse-rotationsgruppen af drejninger af R? om z-aksen har elementer givet ved

¥’ =xcos ¢, —ysing,
a: qy =zsing, +ycosd, (0 < ¢, < 2m).
2=z

Der er en gruppeparameter, ¢,; gruppens neutrale element er elementet
svarende til ¢, = 0. Gruppemultiplikationen — dvs. sammensaetningen af
drejninger — bliver i parameteren: ¢, = ¢, + ¢, (mod 27), og det inverse a1
til a har parameter ¢_, = —¢, (mod 27). Gruppen er kommutativ.

Vi genoptager udviklingen af begreberne for enkeltparametergrupperne: Lige-
som det for endelige grupper i forbindelse med fx omtalen af karakterer var
hensigtsmeessigt at indfgre en gruppealgebra: summer af gruppeelementer og
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multiplikation af gruppeelementer med en skalar, saledes er det ogsa i kon-
tinuerte grupper hensigtsmeessigt at ggre det muligt at tale om linearkombi-
nationer af gruppeelementer. Dette finder forst og fremmest anvendelse ved
indfgrelse af en infinitesimal operator; denne defineres som den afledede af
gruppeelementet mht. gruppeparameteren og beregnet i parameterveerdien w
svarende til det neutrale element. Altsa er infinitesimaloperatoren I defineret
ved

L aleth) ) [do]
h—0 h dt w

01

I eksempel (12.2) ovenfor finder man I = (O 0

parametervaerdi defineres ved

). Den afledede i en vilkarlig

t
1t—|-h:f(w—|—e,1t):f(w,t)—l—eM + o(€?).
08 ls=w
P& neer led af hgjere orden end €' gaelder:
91 (s,1)
h = :
“ " os s=w

Men heraf slutter vi, at

dg . [glw+h)—gw)gt) . glw+e—gw) gt
T n = limy ¢ GHED
eller .
dg(t) of (s, t)]
TRAL [Tg }

Definition: En Lie-gruppe (med r parametre) er en topologisk gruppe, hvis
elementer afheenger kontinuert af r reelle, uafthaengige parametre, saledes at
visse krav er opfyldt:

Vi betegner gruppens elementer med g, parametrene med s, t, u, osv., idet
s =(s1,89,...,5,) € R". Gruppemultiplikationen:

g(u) = g(t)g(s) oversaettes da til  w= f(t,s),

hvor f har r koordinatfunktioner fi, f5,..., f,, der hver er analytiske i £ og
s. Uden indskreenkninger kan vi teenke os, at parameteromradet i R™, som et
definitionsomrade for gruppen, er “normeret”, saledes at g(0) = e (gruppens
neutrale element), dvs.

s= f(0,s) = f(5,0).
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Den associative lov leegger folgende band pa f:
flu, f(t,5) = [(f(w,1),s).

Og endelig vil vi betegne [g(t)]~! med g(Z), saledes at

9(0) = g@)g(t) = g(t)9(t) og  [f(tt)=f(t,1) =

De hyppigst forekommende Lie-grupper er enten matrixgrupper (dvs. grup-
perne tillader en matrixrepraesentation) eller afbildningsgrupper [af afbild-
ninger af m-dimensionale (topologiske) rum ind i n-dimensionale (topolo-
giske) rum]. I det fplgende vil vi kun betragte matrixgrupper. For kortheds
skyld betegner vi matricerne som gruppeelementerne g(s) og de enkelte el-
ementer i matricen g(s) betegner vi g;;(s). Hvis vi med U(Q) betegner en
omegn af 0 € R" og med U(e) en omegn af det neutrale element i gruppen
(altsa enhedsmatricen), sa er g(s) bijektive afbildninger af U(0) ind i U(e).

Ved raekkeudvikling af koordinatfunktionerne for f finder vi for den ite ko-
ordinat til parametervektoren w:

afi(t,0) s df;(0, s)

':iiv t v
u; = fi(t,s) = £;(0,0) +Z 9, ot 2 D5,

s=0

=t;+s;+ > alls,t, + e,
vp

hvor )
YR 0s,0t,

Man ser, at op til led af 2. orden i s, t, er gruppen kommutativ (“i forste

vy
@ _ ()

tilneermelse”), og hvis gruppen er abelsk, sa er ayy = auy. Der indfores
derfor et mal for gruppens afvigelse fra at veere kommutativ ved de sakaldte
strukturkonstanter:

e® ~ o(s?, 13) og

ERL)

s=t=0

(2 = a(& a/(fl), med c,% = —cl(f,z.

Desuden ser man, at
=—t; + Z alt,t, + e

Infinitesimale operatorer (eller transformationer) indferes nu ved

Ik: (k':172,...,74).

Osk 1s=0

I, er saledes en matrix af samme type som g(s).

Hvis vi anvender g(s) pa en vektor v, som er uafhaengig af s

z=g(s)v
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sa vil z atheenge af s og tilfredsstille visse differentialligninger. Fgrst bemeer-
ker vi, at

I4— Z dg(wu|  Ou;
U3 0wy lu=s Oy li=o
eller .
o=y 24l %
j=1 9tpli=0 Os;
Denne kan lgses mht.
0 ", ot
(12.5) a—; =Y 5 Le
Sj p=19Ujlu=s

med begyndelsesbetingelse z| s=0 = U

Da de blandede afledede af 2. orden af z mht. s, og s, ikke athanger af
differentiationsordenen, er storrelserne I, bundne til at tilfredsstille visse re-

lationer: Ved indsettelse af 9%z/ 0s,0s, = 0%x/ 0s,0s,, finder man:

ol x ol x LI
ol (LT - LIL)u=-> U
qu $=0 351, $=0 ( prq q p)— ]; pq *j =
for vilkarligt v og dermed
T .
(12.6) LI -ILL=->c9L (pg=12...,7)
j=1

Man kan vise, at (12.5) har én lgsning; altsa givet de infinitesimale operatorer
I, og koefficienterne 0t/ 8uj|2:§ (som afledes af gruppeoperationerne), sa
findes der en éntydig bestemt afbildning g(s).

Mengden af infinitesimale operatorer for gruppen bestar af alle linearkom-
binationer af de oprindelige r operatorer I,. At I}, I ,..., I er linesert
uafheengige fglger af lineser uatheengighed af de r parametre sq, sy,..., 5,. —
{L, | p=1,2,..., r} udspaender derfor et vektorrum af dimension r. Selv
om I; kan operere pa I; vil resultatet ikke ngdvendigvis tilhgre {I,}, men,
som vi sa ovenfor er det sakaldte Lie-produkt

L L] = L1, — 11,

en infinitesimal operator. Dette produkt er anti-kommutativt

[Izw Iq] = _[Iq’ Ip]
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og opfylder Jacobi identiteten

(s g, ) + [y, Iie], L) + ([, L], L] = 0;

P g Pl g
denne algebra er derfor ikke-associativ.

O(3)-drejningsgruppen bestar af gruppen af drejninger om begyndelsespunk-
tet i et 3-dimensionalt rum. Da disse kan repraesenteres ved egentlige ortogo-
nale matricer, der har 9 elementer og disse udfylder 6 relationer, er drejnings-
gruppen afhengig af 3 parametre. Her kan man fx veelge de tre Euler-vinkler:

1) drejning om z-akse gennem vinkel o (0 < a < 27) = y-akse — y/-akse

2) drejning om y'-akse gennem vinkel 5 (0 < § < 7) = (2, 2’)-akse — 2"-akse
3) drejning om 2"-akse gennem vinkel v (0 < < 7).

Man kunne ogsa repraesentere drejninger ved koordinaterne til drejningsvek-
toren ¢ = (¢, 9, ¢3), afsat fra begyndelsespunktet ud af drejningsaksen og
proportional med drejningsvinklen, som fx veelges i intervallet —m < |¢| < .
Herved far vi én til én korrespondance mellem elementer i drejningsgruppen
og punkterne i en kugle V' med radius 7.

Vi skal nu bestemme gruppens infinitesimale operatorer og dens strukturkon-
stanter. For at finde I} seetter vi ¢y = ¢35 = 0 og betragter drejningen

T 1 0 0 T
g(61,0,0): | 25 | =[0 cos¢; —sing, Ty
0 sing; cos¢y T3

0og

Tilsvarende finder vi

0 0 1 0-1 0
L= 0 0 0 L=(1 0 o].
-1 0 0 0 0 0

Derefter kan vi finde Lie-produkterne:
[117 Iz] =13 [127 13] =1 [137 Il] = I,
Heraf kan strukturkonstanterne aflaeses. For eksempel er

Wodf-0 o 4P

I fysikken er det seedvane i stedet for I; at indfgre matricer Ay, fastlagt ved
fx:

Al = —I2 + ZIl A2 - 12 + ZIl A3 - ZI3
og dermed (A =L,, Ay=L_og A3=1L,)

[ASa Al] = Al [A?;v Az] = _Az [Alv Az] = 2A3~



Opgaver 43

Andre valg af infinitesimale operatorer kommer pa tale, fx infinitesimale
drejninger om basisvektorer i et retvinklet koordinatsystem multipliceret med
i. Herved fas hermiteske operatorer L, L,, L, med [L,, L] = iL,, som an-
vendes inden for kvantemekanikken.

Opgaver
. Hvor mange forskellige frembringere har en cyklisk gruppe af 6. orden?

. Vis, at elementerne af endelig orden i en vilkarlig abelsk gruppe udggr en
undergruppe.

. Vis, at en gruppe af lige orden indeholder et ulige antal elementer af ordenen
2.

. Et element « i en gruppe er af nte orden. Er a~! og a? ogsa af nte orden?

. Om to elementer a og b i en endelig gruppe er det givet, at der findes to hele
positive tal m og n, saledes at

ba = a™b"
Vis, at i dette tilfeelde har a2, a™ 2" og ab~! samme orden.

. Undersgg om fglgende multiplikative grupper er cykliske:
a) 1,2,3,4,5 6 modulo 7

b) 1,3,5,7 modulo 8

c) 1,2,4,5 7,8 modulo 9

. T en gruppe G, som bl.a. indeholder elementerne a og b, skal man bevise, at
elementerne ab og ba har samme orden.

. I en gruppe G teenkes givet, at elementerne a, b, ab har ordenen 2. Vis, at
ab = ba.

. Udggr maengden af matricer af formen
M(a) _ a + 1 a
“\a a+1

med saedvanlig matrixmultiplikation som kompositionsregel en gruppe?

Besvar samme spgrgsmal om matricerne

M@ = ("2 1) @#0)



10.

11.

12.

13.

44 Gruppeteori

Lad M betegne meengden af regulere matricer af orden m med matrix-
multiplikation som kompositionsregel. Idet a € M betegner et fastholdt
element skal man vise, at de x € M, som kommuterer med a, udggr en

gruppe.

Vis, at ethvert element i den alternerende gruppe A, kan skrives som et
produkt af 3-cykler af typerne (123), (124),..., (12n).

Bestem konjugationsklasserne i A,.

Skriv fglgende permutationer som produkt af disjunkte cykler:

a)123456789
4 6 9 7 2 5 81 3

2)

d) (ayay--- a,xybyby - - bs)(ararq Tt A1 xYCCy e Ct)

N
o
aQ S
a0
—~a
S ™

e) (aay---a,xyzbiby---by)(aya, - --ajzyzeicy - - ¢

Angiv ordenen af permutationerne under a) og c).

14. Find antallet af konjugationsklasser i S5, og bestem deres typer og element-

15.

antal.

Givet fglgende 3 elementer i Sy

L_(1 23456789
=7 9836 215 4
p_ (123456789
=2 95634178
(123456789
=4 956321738

Vis, at @ ~ ¢, men a 4 b og b+ c.

Find en permutation t, saledes at at = tc.

Bestem typen af b og antallet af elementer i konjugationsklassen K.
Undersgg om K, og K, er indeholdt i Aj.

Bestem ordenen af elementerne a, b og c.

16. Underspg konjugationsklasserne i en cyklisk gruppe.

17. Lad G vere en gruppe af regulere matricer med matrixmultiplikation som

kompositionsregel. Vis, at sporet af forskellige matricer i samme konjuga-
tionsklasse er ens.

18. I S, finder man bl.a. konjugationsklasserne

Ko ={e} og K ={(12)(34), (13)(24), (14)(23)}



19.
20.
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Opgaver 45

Vis, at foreningsmeengden V' af K, og K udggr en invariant undergruppe i
Sy, og opstil dens Cayley-tavle.
Bestem sideklasserne til V', og vis, at gruppen S,|V er isomorf med Ss.

Vis, at A,, er eneste undergruppe i S,, af index 2, nar n = 2, 3, 4.

Lad G vere en gruppe, og
C={x € G|xg=gzforalle g e G}.

Mengden € kaldes gruppens centrum. Vis, at € er en invariant undergruppe
iG.

Bevis, at hvis centrum € for en gruppe G har index j, sa har ethvert element
i G hgjst j konjugerede elementer.

Lad (G, -) veere en gruppe og v et fastholdt element i G. Maengden G forsynes
med endnu en kompositionsregel o, der til ethvert ordnet par af elementer a,
be G knytter aob=v-a-b.

Vis, at (G, o) er en gruppe, nar og kun nar v tilhgrer centrum € i gruppen
(G,-) [det kan forudseettes bekendt, at (C,-) er en undergruppe i (G, ), se
opgave 20].

I gruppen G = GL,, af reguleere matricer (med komplekse elementer) af orden
n med matrixmultiplikation som kompositionsregel skal N betegne maengden
af matricer, hvis determinant har modulus 1; desuden skal R, betegne den
multiplikative gruppe af positive, reelle tal.

Vis, at N er en normal undergruppe i G.

Beskriv kvotientgruppen G|N og vis, at G|N er isomorf med R, .

Lad G veere en cyklisk gruppe af orden 12 frembragt af elementet a, og H
undergruppen frembragt af a*. Bestem den naturlige homomorfi af G pa
G|H. Bestem alle normale undergrupper i G.

Vis, at hvis G er en cyklisk gruppe og H undergruppe i G, sa er H og G|H
begge cykliske.

Lad G veere en cyklisk gruppe af orden 8. Find alle homomorfier af G ind i
G. Hvilke af disse er isomorfier?

~

Vis, at relationen =2, “isomorf med”, er en sekvivalensrelation pa meengden
af alle endelige grupper.

Find centrum i Sy (se opgave 20) og vis, at centrum i S,, er {e} for n > 3.
Hvilke elementer i S,, kommuterer med alle elementer i S,,7

Hvor mange elementer indeholder gruppen G af alle de drejninger, ved hvilke
et givet kvadrat overfgres i sig selv? Opstil en Cayley-tavle for gruppen.
Vis, at de af elementerne i G, der er (egentlige) flytninger i kvadratets plan
udger en undergruppe i G.

Er denne undergruppe invariant?



31.

32.

33.

34.

35.

36.

46 Gruppeteori

Vis, at meengden af afbildninger

f(z)=azx+Db (a #0)

af de reelle tals maengde pa sig selv udggr en gruppe, nar sammensaetning af
afbildninger er kompositionsregel.

Vis, at denne gruppe ikke er kommutativ

Vis, at de specielle afbildninger, der fremkommer for ¢ = 1, udggr en under-
gruppe i gruppen.

Vis, at denne undergruppe er en invariant undergruppe og beskriv dens fak-
torgruppe.

Nogle grupper har den egenskab, at det for ethvert element g geelder, at g
og ¢~ er konjugerede, dvs. ligger i samme klasse. Undersgg om folgende
(punkt)grupper har den omtalte egenskab:

a) Den cykliske gruppe C,, af drejninger om en akse (n > 2).

b) Diedergruppen D,, (n > 3) af drejninger i rummet, der afbilder en reguleer
n-kant i sig selv.

¢) Tetraedergruppen 7' af drejninger i rummet, der afbilder et reguleert te-
traeder i sig selv.

Lad G veere en endelig gruppe, f(G) en uniteer repraesentation af G, og lad
x veare den tilsvarende karakter, dvs.

x(g) =sporf(g)  (9€q).

L er konjugerede, er x(g) reel.

Vis, at hvis g og g~
ABC — A BC] er et reguleert tresidet prisme, dvs. endefladerne er ligesid-
ede trekanter, og sidefladerne er vinkelrette pa endefladerne. Med G betegnes
gruppen af samtlige afstandsbevarende transformationer, der overfgrer pris-
met i sig selv.

Vis, at G har 12 elementer, hvoraf 6 er egentlige flytninger.

Angiv for ethvert element dets orden.

Er G kommutativ?

Bestem klasserne af konjugerede elementer.

Angiv antallet af ikke-sekvivalente irreducible repracsentationer af G, og be-
stem disse repraesentationers grader.

Lad G veere en gruppe, og x(g) en karakter svarende til en uniteer repraesen-
tation f(G) af nte grad. Vis, at

IX(9)] <n  forallegeG.

Lad G veere en endelig gruppe, og x(g) en karakter svarende til en eller anden
repraesentation af G. Vis, at

x(9) =g " for alle g € G.
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Opgaver 47

Vis, at tetraedergruppen 7' er isomorf med A,.
Konstruér en homomorfi af tetraedergruppen 7' pa den cykliske gruppe Cj.
Den cykliske gruppe C', gnskes skrevet som et direkte produkt af to faktorer.

Vis, at for n = 2, 3,4 har S, netop to 1l-dimensionale repraesentationer.
(Benyt opgave 19).

Bestem centret C, se opgave 20, i den multiplikative gruppe af alle reguleere
matricer af nte orden.

Der er givet maengden G af alle afbildninger af det komplekse n-dimensionale
vektorrum V™ pa sig selv, der er bestemt ved en linesger inhomogen substitu-
tion:

(1) y= Az +b,
hvor A er en vilkarlig, reguleer matrix af nte orden med elementerne a;;, og
b= (by,by,...,b,) er en vilkarlig n-dimensional vektor.

Vis, at denne maengde er en gruppe, nar sammensatning af afbildninger tages
som kompositionsregel.

Vis, at den afbildning, der til elementet i (1) fra G lader svare matricen:

ajiy Q2 -t Qg 21
a a o« e e a
A py_ [ b
0 1) 1
Ap1 Gp2 Apn bn
0 0 0 1

er en tro repracsentation af G.

Der er givet folgende afbildning f(Cy) af en cyklisk gruppe C, af orden 4,
frembragt af elementet a:

fe=(5 1) fw=(1 3
fa= (3 %) )= (% §)

Vis, at f(C,) er en tro repraesentation af C

Angiv karakteren y 7 af elementerne i denne repraesentation og afggr om
repraesentationen er uniteer.

Vis, at repraesentationen er reducibel og opstil de forskellige irreducible re-
praesentationer for C.

Find den regulaere repraesentation af C, svarende til reekkefglgen e, a, a’, a
af elementerne i C;.

3



