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1. Numerisk integration. Fejlvurdering af trapez og
Simpson algoritmerne

Kreyszig bestemmer fejlen af trapezmetoden til at veere; (3*) 1 §17.5 (side 959 i
7. udgave),
h3 1
Ae=——f"(t
=25

for det ite delinterval mellem z; og ;1 = x; + h. Intervallets laengde er Az = h
og ¥; <t <uw; . Igrensen h — 0 haves, at x;, | — r; = x og

de  Ae Ae h? b de h% b,
T n @ e [l [ S
og vi far dermed
h2 ! ! 3
e(trapez) = —o[f(0) = fi(a)] + O(h”) (1.1)

Korrektionerne til denne fejlvurdering er af storrelsesordenen h? (hvilket ogsa
geelder Kreyszig’s resultater).

I Simpsons tilfeelde benyttes et 2. grads polynomium som tilnaermelse for f(x)
og afvigelsen er, zg < z < x9,

£() = pala) = g = 20) (& = 1) = ) [{O ) + = 2) D )] + O(87)

Den tredie afledede af venstre side er f)(z) og hgjre side af ligningen giver
FO (@) + 2 — $zg + 22 + 29) fB (1) = O @)) + (2 — 2) f ().
Indfgres s = (z — x;)/h fas

A= [P[f(@) - pal)lda
4

h* 1 15
=5 [+ Do = DO + Jhsy D) ds =~/ Ow)

Leddet proportionalt med h* forsvinder ved integrationen, og vi har derfor med-
taget korrektionen til neeste orden i h. Benyttes Az = x5 — xq = 2h fas ved
samme procedure som ovenfor:

h4

— gl ®) = £ (@)] + 0(r?) (1.2)

e(Simpson) =

Simpson algoritmen er ikke som umiddelbart forventet en 3. ordens, men en 4.
ordens metode.

De udledte udtryk for fejlene i de to tilfeelde (1.1) og (1.2) er langt lettere at
benytte og mere praecise end Kreyszig’s intervalafgreensninger af fejlene.
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2. Dekomponering af brgker (Laplace transformation)

I regninger med Laplace-transformationen sker det tit, at F'(s) er en @gte brud-
den rational funktion, dvs.
Qum(s)
hvor P,(s) og @,,(s) er polynomier i s af nte henholdsvis mte grad og n < m
(eegte). For at finde den inverse ma F'(s) dekomponeres til en sum af stambroker:
Betegner a; de m (inkl. komplekse) rgdder i Q,,(s), dvs.
Qun(s) = K(s —ay)k(s —ay)t---, sa er F(s) entydigt bestemt ved udtrykket
bk bkfl
Goa)f  Goa) T o ay)
hvor konstanterne i stambrgkernes teellere findes ved at seette hele udtrykket pa
feelles brgkstreg med (),,, i neevneren og benytte, at denne brgks teeller skal vaere
lig P,(s). Er alle konstanter i P,(s) og @, (s) reelle vil eventuelle komplekse
rgdder optraede i konjugerede par, og
dy, n dj, __asthh o _asth
(s—a—iB)h  (s—a+if)h  [(s—a)>+ 3" (s —a)?2 432
dvs., at eventuelle komplekse led i (2.1) kan erstattes med led svarende til hgjre
siden af ligning (2.2).

F(s) = h A

b (20)

(2.2)

Eksempel:

Pi(s) s—1 by I c ds+e
- = =S+—=+ -

Qs(s) 2 (s—2)(s2+s+1) 2 s s—2 s2+s+1

(by + b15)(s — 2)(s%2 + s+ 1) +cs?(s2 + 5+ 1) + (ds + e)s*(s — 2)

$2(s —2)(s2+s+1)
Samles leddene i teelleren for hver orden af s fas folgende ligninger:
st bi+c+d=0

§3 by —b+c—2d+e=0

F(s)

s —by—bi+c—2e=0
st —by—2b =1
0 —2by = —1
= b=y bh=-3 =g 2 d=3  e=3

Bemaerk, at ¢ kan bestemmes langt lettere ved at gange brgkomskrivningerne
med s — 2 og derefter sxtte s = 2, og tilsvarende for b, (gang med s? og seet
s=0).

1 5s+1 1 B(s+3)—
7 24+ s5+1

Benyttes omskrivningen = fas

3
2
F(t) = L7YF(s)} = 5t — 3+ ke + L2 (5008 \/3 ¢ — v3Bsin /31)

NB: Mathematica dekomponerer broker med kommandoen: Apart[brok]
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3. Permutationer og kombinationer, teorem 3

Teorem 3 i §22.4 i 8. udgave af Kreyszig (teorem 4 i §23.3 i 7. udgave) lyder:

Antallet af forskellige kombinationer med k elementer, der kan dannes ud af n
forskellige elementer, er

n+k—1
k

uden gentagelser: <Z> med gentagelser: <

Her vil vi gerne bevise den sidste del af teoremet, ligning (4b). I dette tilfzelde
kan det enkelte element optraede fra 0 til k gange i de forskellige kombinationer.
Leerebogen foreslar at bevise seetningen ved induktion:

Teoremet er korrekt for n = 1 for en vilkarlig veerdi af k: Der er kun den ene
mulighed, at alle k elementer er ens.

Teoremet antages korrekt for n — 1 elementer (for en vilkarlig veerdi af k), og
skal med denne forudssetning vises at veere gyldigt for n elementer:

Vi starter med de n — 1 elementer og danner alle mulige kombinationer med &

elementer (med gentagelser): (nilzkil)-

Til dette antal muligheder skal adderes dem, hvor det nte element optreeder 1

gang. Dette er lig med antallet af kombinationer med k — 1 elementer valgt ud

blandt de resterende n — 1 elementer: (”7lzf1171).

Neaeste led er de kombinationer, hvor det nte element optraeder to gange, og hvor
der skal veelges k — 2 elementer ud af de n — 1 elementer osv., indtil vi nar frem
til, at alle k-elementer er det nte element. Dermed bliver det samlede antal
kombinationer:

(T ) () e G ()

S s n 2

Benyttes ligning (13) i bogen (med k erstattet med n — 2 og gverste sum greense
n — 1 med k) fas, at summen er lig

E+1+n—2 _ n+k—1 _ n+k—1 Q.E.D.
n—2+1 n—1 k
Ligning (13), som benyttes i beviset, kan igen bevises ved induktion samt brug
af ligning (11) (regnegvelse-opgave).
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Alternativt bevis for Teorem 3

Teorem 3 kan omformuleres til, at antallet af mader k& kugler kan fordeles i n

kasser er
n+k—1
k

hvis der ikke er begraensninger pa hvor mange kugler, der kan veere i de enkelte
kasser (svarende til Bose-statistik). En kugle i en kasse betyder at denne kasse
(element) er udtrukket.

De n kasser stilles pa en reekke, og de k (sorte) kugler fordeles, fx som vist i figur
a), hvor n = k = 10. De k kugler plus de n — 1 skillevaegge betragtes under et,
angivet som hvide kugler i figur b). En vilkarlig kombination kan findes ved at
udveelge k af de hvide kugler i b) til at veere sorte kugler og de resterende til at
vaere skillevaegge. Et eksempel er vist i figur ¢). Her er der er 1 kugle i 1. kasse,
01 2. kasse, 11 3. kasse, 21 4. kasse, osv. Antallet af kombinationer er derfor det
samme som antallet af mader, vi kan udveelge k af de n — 1 + k hvide kugler i
b) til at veere sorte kugler, hvilket netop er

o

a) |ee| @ | [ees| | | e |ee| ||
b) |[coooo oooco o 000000 00

c) ][ o] eofje o |oee| o] |
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4. Moivre’s satning

Sandsynlighedstaetheden for binomialfordelingen:

n

flz) = ( )pxq“ (6=0.1,-n) (1)

xr

(¢ =1 — p) kan betragtes i to graenser:

D
For n — oo og p — 0, saledes at A = np holdes konstant gar binomialfordelingen
mod Poisson-fordelingen: Indfgres A kan f(z) skrives

f(x):n(n—1)...(n—x+1)ﬁ(1_i)n(l_é)fx (4.2)

n< z! n n

hvor

n(n—l)--ém(n—x-l-l):1(1_l>'“(1_x_1)_>1 (4.3)

for n — oo og

(1_é)n_1_ﬁi n(n—l))\_Q_n(n—l)(n—2))\_3
n/ 1n 21 n? 3! n3
1\ \? 1 2\ A3
_ 1 _ N NN _ - I B T 4.4
=1-A+(1 n)2! (1 n)(l n)3!+— (4.4)
2 )\3 _a

Sidste faktor i (4.2) gar mod 1, dvs.

flz) — % e forn — oo (4.5)

som er Poisson-sandsynlighedsteetheden med middelveerdi p = A.

(IT)

Ud fra binomial-fordelingen kan vi na frem til en kontinuert fordeling ved at
fastholde p under graenseovergangen n — oco. Herved gar middelveerdien p = np
og spredningen ¢ = /npq begge mod oco. Dette ngdvendigggr en normering af
den oprindelige stokastiske variabel X, som erstattes med

_X-n
o

(4.6)

I greensen n — oo bliver Z en kontinuert stokastisk variabel, og f(z = (z—p)/0)
gar over i standard normalfordelingen med middelveerdien 0 og spredningen 1,
dvs. f(z) — &(z), eller nar z er heltallig, F(z) — ®(z = (z + 0.5 — p)/o)
svarende til ligning (11) pa side 1090 (1189) i 8. (7.) udgave af bogen (De
Moivre og Laplace’s graenseveerdisaetning).
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I beviset udnyttes det, at det kun er opferslen af f(x) i en teet omegn af x = p,
der er afggrende, f(z) =~ 0 hvis |t —p| > ro, hvor r er af storrelsesordenen 5. Det
betyder at omegnen relativt set, ro/p = r\/npg/np — 0 for n — oo, og dermed
at vi dels kan benytte Stirlings formel for alle faktorerne i binomialkoeflicienten,
n over x, og dels udnytte en raekkeudvikling mht. A/u, hvor A = 2 — p:

Anvendes Stirlings formel [ligning (7) side 1067 (1163)] i (4.1) fas:

n

@) ~ 2mnn"e” & ez

mlxﬂziixxe*xyﬂi?aftTESOZ—-x)”’me’”+x])q (4.7)
Voo () G5)

Reaekkeudvikles kvadratroden til Ote orden i A erstattes den af 1/y/27npq. For
det naeste led fas:

(2" = exp [ (2] = exp G0 i ()|

hvor )
I A A 1[A
1 =—In(l+—)r——+=-[—
I%M+A) n(+u) u+2<u

og dermed
T A2 _ 2
(@> ~ exp [—A — —} = exp [np —r— M} (4.8)
x 2u 2np

og helt analogt

(n,,nf]xy—m ~ exp {nq —(n—1)— %} = exp {A - ?—} (4.9)

Ganger vi de to faktorer sammen fas

np T ng n— B A2 AQ B A2
(?) (n—x) =P {_A_%—i_A_ 2n(1 —p) - P "~ 2np(1 —p)

og nar npq = np(1 — p) erstattes med ¢ bliver slutresultatet

F(@) ~ —— exp {—M} (4.10)

oV2r 202

som er gyldigt i greensen p = np > 1. Det kan tilfgjes, at benyttes samme
fremgangsmade kan det vises at sandsynlighedsteetheden for Poisson fordelingen
for store veerdier af p kan tilngermes med den normale fordeling (4.10) med o =
V1. Bemaerk, at bogens tabel A6 over Poisson-fordelingen kun medtager veerdier
af p <'5. For stgrre vaerdier af p kan man benytte F'(x) ~ ®((x +0.5—u)/ /1),
nar x er heltallig.
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Figuren viser sandsynlighedsteetheden for en binomialfordeling med p = 0.3 og
n = 5, 20 og 40 (punkterne) og den tilsvarende normale fordelingsteethed (de
kontinuerte kurver).
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5. x2-fordeling og Student’s t-fordeling

x2-fordelingen afhaenger kun af antallet af frihedsgrader n, og er defineret ved:
Y =YU? (5.1)

hvor Uj, for hvert 7, er en uafhaengig stokastisk variabel med en frekvensfunktion,
som er den standardiserede normale fordelingstaethed:

Bug) = = /2

Y er den stokastiske variabel svarende til x? (bemserk, at y? opfattes som en
betegnelse for en variabel i som er ikke-negativ). Fordelingsfunktionen F, (x?)
er produktet af frekvensfunktionerne (indbyrdes uatheengige stokastiske variable)
integreret over volumenet givet ved y = Y uf <y

F,(x?) :/ysX2 duy /dug---/dun(2w)_%e_y/2 (5.2)

Funktionen, der skal integreres, afheenger kun af r = ,/y, som kan opfattes
som radien af en n-dimensional kugle. Volumenet af den n-dimensional kugle er
V,, = r"C,,, hvor enhedskuglens volumen (se appendix) er

n

C =i (5.3)

og I'(1 4+ a) = al'(a) er gammafunktionen. Volumenet V, kan findes ved inte-
gration af “overfladearealet” S, (r) = dV,,/dr = nr"~1C,, mht. r. I ligning (5.2)

kan vi uden videre integrere over alle de n — 1 frihedsgrader, der er uafheengige
af y = 72, hvilket giver:

S (r)(2m) " T 2dr (5.4)

og dermed, at

2y _ oy 2y = M dr 2) (27)- 322 L
Ful®) = Fi8) = 8 5 = Su(V?) (2m) R T
(5.5)
n—1 T2 2 1
— (/32 __(2m) BN
(\/>> N 5)( ) 2¢/x?

eller 1 -

£.06) (x3)* e (5.6)

som er sandsynlighedsteetheden for y2-fordelingen med n frihedsgrader.
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Det kan vises, at middelveerdien og variansen af x2-fordelingen er henholdsvis n
og 2n:

/ XA =n

(5.7)
a2(x?) / (3 dx? —n? =2n

For at udlede teorem 3 i §23.3 (teorem 4 i §24.6) betragter vi den stokastiske

stgrrelse
1 n
S5 == > (X; — p)? (5.8)

n;3

hvor X; er normalt fordelt med middelvaerdien p og variansen o2, og dermed er
S? "X —u\2 &

0 i /L) _ Z UZQ (59)
i=1

=3
beskrevet ved y2-fordelingen med n-frihedsgrader [hgjresiden er den samme som
i ligning (5.1)]. Indferer vi den stokastiske middelveerdi

_ %‘Z?X (5.10)

kan (5.8) omskrives til
_ 2 — —
nSg =Y | X+ X -] =X - X +nX -p)® (511
1 1
idet ligning (5.10) medfgrer, at produktet mellem de to led i den firkantede
parentes summerer til 0. Dermed har vi, at

S2 norX,— X2 X — 2
n02_i21( o ) +(0/\/ﬁ) (5-12)
Ifglge §23.3 teorem 1 (§24.6 teorem 2) er X normalfordelt med middelveerdien
og variansen o /n, dvs. at sidste led pa hgjre side af (5.12) netop er kvadratet pa
en stokastisk variabel, som har en standardiserede normalfordeling, og dermed, at
dette led har en y?-fordeling med 1 frihedsgrad. Af definitionen (5.1) fremgar det
umiddelbart, at summen af to (uafhaengige) y?-fordelinger med frihedsgraderne
ny og ny er givet ved y2-fordelingen med ny + ng frihedsgrader. Det kan vises,
at de to led pa hgjre side af (5.12) er statistisk uafheengige (kovariansen er 0),
hvoraf fplger, at forste led har en y?-fordeling med n — 1 frihedsgrader.

Den stokastiske variabel S? defineres ved ligningen:

1 & —\2 2L X, - X)\?
SQ:n—lzl(Xi_X) _no—l.zl( ZU ) (5-13)
1=

82
Sammenlignes med (5.12) ses, at (n —1)—; er en stokastisk variabel, som har en
o

x2-fordeling med n — 1 frihedsgrader (teorem 3).
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Konfidensintervallet udledes ud fra

2
Pler < (n—1)2 < e3) = Flea) ~ Fler) = (5.14)

som er opfyldt med F'(¢;) = (1—7)/2 og F(cy) = (1+7)/2, hvor fordelingsfunk-
tionen F er y2-fordelingen med n — 1 frihedsgrader (tabel A10). For et enkelt
udfald (stikprgve) antager S? veerdien s? og

2
s
CONF7{01 <(n-— 1)§ < CQ}
eller ) )
CONFA,{n << i 52} (5.15a)
Cy G
hvor
s :n_lizzl(xi—x) ; ;U:E;xz (5.15b)

Dette resultat kan formuleres lidt anderledes. Vi kan direkte udnytte at forde-
lingsfunktionen for S? er faktoren ¢2/(n — 1) gange x?-fordelingen med n — 1
frihedsgrader, dvs.:

oA = m—1) =0 (5.16a)

og
o%(S%) = (S") — (§%)?

N (n0—2 1)202(X2)

02, uden argument, er variansen af den oprindelige fordeling for X, og er den
stgrrelse vi forsgger at bestemme ud fra stikprgven sammen med en vurdering
af resultatets palidelighed. Vi skal senere se (“the central limit theorem”), at
nar n > 1 kan y?-fordelingen tilnszermes med normalfordelingen med samme
middelveerdi og varians. Dette kan udnyttes til at sige, at hvis n > 1 vil
den stokastiske variabel S? vaere beskrevet ved normalfordelingen med mid-
delveerdien o2 og variansen 20 /(n — 1), eller efter lidt regning

N ﬁ 2(n—1) = 200 (5.16b)

2 2
s s v+1
CONF7{7<02<7} ;o Plgg)=—— ; n>1
2 — = 2
L+ oy 7oy L—co\/ 77 2

(5.17a)

eller udtrykt pa en mere forenklet, og tilngermet (n > 100), made:

2 2 2

o~ s+ ¢ s (5.17b)

n—1

hvor ¢y = 1.96 ~ 2, hvis vi benytter et 95% konfidensniveau.
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Student’s t-fordeling:

Vi har netop betragtet den stokastiske variabel

X—p
o/\/n
hvor U? er x2-fordelt med 1 frihedsgrad. For at vurdere palidelighedsintervallet

ved en bestemmelsen af p ud fra stikprgveveerdien af variansen betragter vi nu
i stedet

U:

X —pu o
T = =U— 5.18
N (5.18)
Ifplge (5.13) er
s? Y,
Z _r 1
=~ (519
hvor Y), har en y2-fordeling med p = n — 1 frihedsgrader. Dvs. vi har
" _% d v, =U? (5.20)
— === me = .
p Y, !

og dermed er fordelingsfunktionen G(t?/p) for den stokastiske variabel 7?2 /p
bestemt, som arealet af f;(y;)f,(y,) over omradet, hvor y, /y, < t2/p

ypt? /
G(t*/p) = /y /yp L) £y (v dyr dy, (5.21)
p=

Definitionen af fordelingsfunktioner medfgrer, at G(t2/p) = £[F,(t) — F,(-t)],
hvor + ( ) svarer til ¢ positiv (negativ). Dermed kan ¢-frekvensfunktionen,
f:(t) = F{(t), bestemmes som

2 2
27,(0) = = XL SR ol [ [, o o)y (52

og benyttes ligning (5.6) fas

o0 1 -1 1 P_1 _
= (It / {_ Ze 91/2} = (u)Z e w/2g
ft( ) (‘ |/p) 0 myl ylzy,,tQ/ppr%F(%) (yp) yp
1 1 N (R SNE:

_p\/— 2 p+l (%)/0 (yp) 2 e p)Yp dyp

i (5.23)

hvor integralet udregnes til [F?%] TF(l’%l), og dermed slutresultatet

1 (el 12\~

filt) = ——-2 (1+—) 5.24
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som er frekvensfunktionen for 7' i ligning (5.18) med p = n — 1. Hermed har vi
udledt teorem 2 i §23.3 (teorem 3 i §24.6).

Idet frekvensfunktionen er lige, fi(t) = fi(—t), har vi at

X -
5/f

saledes at Fy(c) = (14 )/2, hvor Fy er Student’s t-fordeling med n — 1 friheds-
grader (tabel A9). Konfidensintervallet er derefter bestemt ved

P(—c<T= <c)=Fyc) = Fi(—c) =2F(c) —1=7  (5.25)

CONFW{ c<—<c} eller CONFV{T

I~ ° gugmrﬁ} (5.26)

SV Vi

En neermere analyse af x2 og Student’s t fordelingerne kan findes som Math-
ematica programmer pa hjemmesiden. Teorem 4 i §23.3 (teorem 5 i §24.6),
det sakaldte “Central limit theorem”, forteller at begge fordelinger nsermere
sig normalfordelingen, nar antallet af frihedsgrader vokser. Som nsevnt har x2-
fordelingen med n frihedsgrader middelveerdien 4 = n og variansen o2 = 2n.
For Student’s t-fordeling med p frihedsgrader fas:

=0 PO=(TH (1=t (23 (5.27)
Variansen divergerer og er dermed ikke defineret for p = 1 og p = 2. Antager
vi igen at n > 1, sa betyder “central limit” teoremet at Fy(c) ~ ®(c/o(T)).
Indfpres ¢y = ¢/o(T) fas at o(T') ~ 1, og dermed at ¢y =~ ¢ i greensen p =
n—1>1, og (5.26) kan tilnseermes med

_ S CoS v+1
CONFW{x \3_ <u<TH+ ﬁ} ;o Py = S >1 (5.28a)
eller s

Reultatet kan forbedres (ubetydeligt) ved at erstatte ¢y med ¢ = c¢g4/ Z—:%
Bemaerk, at nar n > 1 er resultatet det samme, som hvis s kan erstattes med o,
svarende til teorem 1. Dvs., at i denne graense er usikkerheden pa bestemmelsen
af o ud fra s uden betydning for vurderingen af hvor palideligt 1 bestemmes af

x.
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Appendix

Enhedskuglens volumen i n dimensioner, C),, kan bestemmes ved at udregne
integralet

o o
I, = / / e_($%+“:%+"'+x%)dx1dx2 --dx,, (5.29)
dels direkte, som et produkt af n Gauss integraler:
o.¢] 2 n
/ e Vdr =i = I, =% (5.30)
—0o0

dels ved at udnytte at funktionen under integraltegnene kun afhsenger af den
radizere variabel r = (23 4+ 23 + - - + 22)1/2.

Volumenet af en n-dimensional kugle med radius r er
V,(r) = / : -/dxldx2 ceedx, = /O S, (r"dr' =r"C, (5.31)

og dermed dV,, = S,,(r)dr = nr""1C,dr. Det betyder, at udfgres alle de n — 1
integrationer i (5.29), der er uathaengige af r, fas

0 2 o0 2
I, :/O S, (rye " dr :/0 10, e dr

w (5.32)
=nC,% /0 22 e Fde = 2O, (%) = C,I(1 + B)
Ved at sammenholde de to resultater for I,,, fas
c =" (5.33)
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6. “Central limit” teoremet og ophobningsloven

Vi skal supplere bogen med nogle vigtige resultater. Vi vil starte med at betragte
den moment-genererende funktion, som indfgres i §22.7 opgave 14 (§23.5 opgave
20 og §23.6 opgave 16-19):

/OO e f(z)da

= et ()

<X%—(f§@%ﬂ
2

For de to diskrete fordelinger, henholdsvis binomialfordelingen (1 = np, 0° =
npq) og Poisson-fordelingen, har vi fra bogens opgaver, at

G(t) = (%) =

som har egenskaben:

Gon(t) = (0! +0)" 0z Gp(t)=e et (6.2)
For Gauss-fordelingen er:
1 00 _(@-w)?
Q) — tX:_/ [tz 202]d
O =)= L ’

hvor eksponenten kan omskrives til

(z — p)?
202

(x — p— ot)?

2,2
= pt + 50717 — o

tr —

og dermed, at

) 1 o (z—u—azt)2
— / e 262 dx
oV 21 J—o0

Gauss-integralet er uafheengigt af at p er erstattet af u + ot, og resultatet for
den moment-genererende funktion for normalfordelingen er:

1 0'2t2

G(t) = elrits

G(t) = elut+30t?) (6.3)

Generelt har vi, at hvis Y er en linearkombination af to uafheengige stokastiske
variable X og X,
Y = ale + CLQXQ

sa er den moment-genererende funktion for y-fordelingen produktet af de to
moment-genererende funktioner G| (at) og Gy(aqt) for ;- og z,-fordelingerne:

G (1) = () = (el1X1eloae) = (etoaXa) (ct02X2) = G (0, 1)Glagt) (6.4
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Disse to resultater, (6.3 og (6.4), kan benyttes til at eftervise teorem 1 i §23.3
(teorem 1-2 i §24.6):

Summen af to uafhaengige stokastiske variable, Y = X+ X,, som begge har nor-
malfordelinger med middelveerdi iy, iy og varians o3, o3 har normalfordelingen
med p = iy + iy 0g 0% = 0} + 03.

Ifplge (6.4) er
G, () = G1(1)Galt) = e(mt+50tt) (nat+503%) _ pl(mtno)t+3(oi+ad)?] (g 5)

som er den moment-genererende funktion for den angivne y-fordeling.
[Indskud:

Frekvensfunktionen for Y = X + X, bestemt ved vilkarlige (kontinuerte) fre-
kvensfunktioner, f;(z) og fo(z), kan skrives som et foldningsintegral: F(y) er
produktet af de to frekvensfunktioner integreret over arealet v/ = x; + 25 < y
eller zo <y — 2y, dvs.:

F(y) = /;O /jﬂc1 f1(z1) fo(zg)dayday = /70:0 fi1(@y) Fy(y — 2q)day

1=—00 JI2=—00

[ =F@) = [ h@hiy o) (6:6)

Foldningsintegralet optreeder fx nar en resonanskurve, f;(z), udmales med en
eksperimentel usikkerhed beskrevet ved en oplosningsfunktion, R(z) = fy(z)
med py = 0. Antages begge funktioner at veere (eller kunne tilnsermes med)
Gauss-funktioner, bliver resultatet en Gauss-funktion centreret omkring 1; med

variansen o} + 0'%.}

Vi har tidligere vist, at binomialfordelingen for store veerdier af n kan tilnsermes
med normalfordelingen (med pu = np og 0? = npq), og tilsvarende for Poisson-
fordelingen (for © > 5). Resultaterne (6.3) og (6.4) kan nu benyttes til at bevise
den generelle seetning “the central limit theorem”:

Antag X;, © = 1,...,n er uatheengige stokastiske variable, som beskrives ved
frekvensfunktionerne f;(x;) (der alle kan veere forskellige) med middelveerdi fi;
og varians al-z. Den stokastiske variabel

Y, ==- 3, (6.7)

har fglgende egenskaber:
1
(i) Middelveerdien er p = (Y,) = = >  u;
n -
1

1
(ii) Variansen er o = o ZJ?
1
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Yy, —
(iii) Fordelingsfunktionen for Z,, = ol (asymptotisk) — ®(z) (den stan-
o

dardiserede normalfordeling) for n — oc.

Bemaerk, at teoremet i denne udgave er mere generelt end leerebogens version,
teorem 4 i §23.3 (teorem 5 i §24.6). Punkterne (i) og (ii) folger direkte af teorem
1 og 21 §22.9 (§23.8). Punkt (iii) kan bevises ved at udnytte (6.4), generaliseret
til n led med a; = 1/n, dvs.

G, = T1 Gilt/n)

=1

En Taylor-raekkeudvikling af G;(t/n) = G,(0) + G5(0)(t/n) + £G7(0)(t/n)? - -

giver nermest definitionsmaessigt:
t t 1,9 ot t o ot 1
Gl(ﬁ) = 1+'ui; + 5(0'1- +'ui)ﬁ + - =exp {,uzg -+ 50; ﬁ} +O($)
og dermed, at for n > 1:
41 2t_ e A5 e 1 L S22
Hexp /JZ 20 = exp nZuZt—i—QnQZait
i i

som netop, ifl. (6.3), er den moment-genererende funktion for normalfordelingen
med middelvaerdi p (i) og varians o? (ii).

Ophobningsloven kan betragtes som et korrolar til “the central limit theorem”.
Er Y en generel funktion af X; ( = 1,...,n) kan vi tilneermelsesvis erstatte
funktionen med et linesert udtryk i et omrade omkring X,’ernes middelveerdier:

_ ~ (v X
Y = ¢<X17 te 7Xn) ~ 1/}(<X1>7 ) <Xn>) +Z:21 (aXZ‘)Xj(Xj>(XZ <Xz>>

Hvis de forskellige variable har en Gauss-fordeling, eller hvis der er mange
forskellige bidrag (usikkerhedsberegninger!), vil Y, ifl. henholdsvis (6.5) og (6.7),
(tilnzermelsesvis) have en normalfordeling med middelvaerdien

(V) =0 ((X1), o, (X)) (6.8a)
og variansen

(B
o ;(8XZ->XJV<X~7>U@' (6.8b)
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7. Regression (“Mindste kvadraters metode”)

En stikprovemaling af Y som funktion af z giver n talpar (z1,v;),..., (Z,,¥,)-
Det antages, at der ikke er nogen usikkerhed forbunden med malingen af = (al-
mindelig variabel), mens Y er en stokastisk variabel der for en bestemt, fastholdt
z-veerdi har en normalfordeling med middelveerdien (Y) = p(z) = kg + k1 og
variansen 02. Funktionen pu(x) kaldes for regressionskurven til Y som funktion
af x, heraf navnet pa den analyse vi skal foretage.

Variansen 05 antages at veere uafhaengig af z, og vi gnsker at bestemme de to
konstanter, k; og 1, ud fra de n talpar i stikprgven og at vurdere palideligheden
af resultatet, nar de to parametre erstattes med de tilsvarende stikprgvevaerdier
ko og k. Indfgres betegnelsen

er opgaven at bestemme k, og k;, saledes at veerdierne 7, =~ y; for alle 7. “Maxi-
mum likelihood” metoden fgrer til resultatet, at de mest sandsynlige veerdier af
de to parametre bestemmes ved at minimere summen af de kvadratiske afvigelser
S (y; — 7;)?, dvs. ved at minimere funktionen

q= i (Z'Jz — ko — ]ﬁi’?z‘)Q (7.2)

i=1

mht. &k, og k;. Minimumet er bestemt af ligningerne:

0q L

8](50 ;:1:(% 0 lxz)
dq L

8]6’1 ;:1:(3/2 0 lxz)xz

eller
kon + ky sz = Zyz
koY i+ kYo w =Y
hvor alle summer gar fra ¢ = 1 til ¢ = n. Resultatet af denne “mindste kvadraters
metode” er, i overensstemmelse med §23.9 eller §18.5 (§24.12 eller §19.5),

D:an?— (szf
2 — ) Ty

NI LY — 2T DY,
D

Den rette linie bestemt af disse ligninger gar igennem maledataernes tyngdepunkt

1 1
(xTvyT) = (sz“ 5291)7 dvs.:

(7.3)

klz

yr = ko + kyxp 0g {7;) = - D Ui=vr (7.5)
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Hvis vi erstatter y; i ligning (7.4) med den tilsvarende stokastiske variabel Y =Y;
for x = x; har vi at de stokastiske variable (K, og K;) svarende til kq og k; er
funktioner af de forskellige Y;, og vi kan benytte ophobningsloven (6.8) til at
bestemme stikprgvevaerdierne af varianserne for x; og ky, som vi skal betegne

52(k0) 0og 52(k1)-

I en eksperimentel situation vil standardafvigelsen af y; (o,) ofte vaere ukendst,
men antager vi, at den er den samme for alle malepunkterne (alle 7) kan det
vises, at 2(V; - Y;)?/ O'Z har en y2-fordelingen med n — 2 frihedsgrader. Beviset
benytter en omskrivning af 3[Y; — u(z;)]?/ UZ helt parallelt med ligning (5.12).
Frihedsgraderne reduceres her med 2, fordi vi skal benytte to parametre, k; og
ky, til at bestemme p(z;) ud fra stikprgven. Analogt med (5.15), eller (5.17),
har vi derfor at o, ~ s(y), hvor

1

) = —

n
77.)2 .o —
i:1(yi ) P Ui = ko + Ry (7.6)

Hvis vi gnsker at vurdere, hvor stor en tiltro vi kan have til resultatet, er
fremgangsmaden den samme som i ligningerne (5.14)-(5.17) med den eneste
forskel at n — 1 skal erstattes med n — 2. Dvs. groft set (95% konfidens) er

05 ~ s2(y)[1 £ {/8/(n — 2)], nar n er noget stgrre end 10.

Efter at s(y) er bestemt kan ophobningsloven (6.8) udnyttes til at beregne
stikprgve-variansen af k:

20 = X (52) 20 - & (B RO

(S 2T St (Ty) ] Y

eller

2
233]‘

32(7‘%) - D

82(3/) (7.7)

Helt analogt kan variansen af k; udregnes til:

n

s (k1) = 355°(v) (7.8)

Konfidensintervallerne for £ og x; kan herefter bestemmes pa samme made, som
benyttet ved udregningen af konfidensintervallet for p, (5.25)-(5.28). Parame-
teren ¢, som angiver forholdet mellem den halve leengde af konfidensintervallet
og standardafvigelsen, er givet ved

Student’s t-fordeling med n — 2 frihedsgrader: Fi(c) = —— (7.9)
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og derefter har vi, at
CONF, {k; — cs(k;) < 5y < ky +cs(ky)} (7.10)

og det helt analoge udtryk for xy. K og K er ikke stokastisk uafheengige. Det
er derimod tilfaeldet for K og “tyngdepunktsveerdien” Y, = (1/n) > Y (x;) med
den teoretiske middelveerdi pup = (1/n) X pu(x;). Der kan derfor opnas en bedre
karakteristik af regressionskurven ved at benytte stikprgveveerdierne ky og yp i
stedet for k1 og ky. Konfidensintervallet for pi- er bestemt af samme Student’s
t-fordeling (samme ¢) som ovenfor, og idet y, = (1/n) Y y; fas

s

CONF.{yr —cs(yr) < prp <yp+eslyp)},  slyr) = % (7.11)
Man kan sige, at det er tilstreckkeligt at angive stikprgvevaerdierne af standard-
afvigelserne, s(y), s(ky), s(ky), og s(y7), idet vurderingerne af hvor godt o, r,
k1 og pp er bestemt, med god tilnaermelse, kan afledes af normalfordelingen,
hvis n > 10. Dermed ved vi for eksempel, at ¢ i (7.10)(7.11) er ca. 2, hvis vi
forlanger 95% konfidens, eller 1, hvis vi ngjes med 68,26% konfidens.

Fremstillingen ovenfor kan generaliseres pa forskellige mader:

I) Lineser regression med polynomier af hgjere grad end 1: Anvendes mindste
kvadraters metode pa en stikprgve, hvor regressionskurven er et andengrads
polynomium

Ui = ko + k2 + ko]

fas fglgende ligningssystem:

ko S_a? kS af vk > at = a?y,
se bogens §18.5 (§19.5 i 7. udgave). Bemaerk, at udtrykket er linesert i regres-
sionsparametrene, kg, k og k.

IT) Hvis 0, = 0, () afheenger af z betyder det, at den funktion der skal minimeres

for at bestemme de mest sandsynlige veerdier af ky og kq, er:

q:i(yi_yi):i(—yi_ko_klxi)Q (7.13)

i=1 Uy(ﬂfi) i—1 Uy(l’i)

Den generelle, ikke-linesere regressionsmetode som praesenteres nedenfor i punkt
IV er anvendelig i dette tilfzelde. Her foretages minimeringen ved iteration.

IIT) Lineeer regression i det tilfselde hvor bade X og Y er stokastiske variable.
Det antages at for en fastholdt veerdi af parameteren i vil X og Y veere stokastisk
uathzengige og begge normalfordelte med middelveerdierne p, (i) og p, (i) og
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standardafvigelserne o, (i) og o, (7). Standardafvigelserne antages uafhaengige
af ¢ og vi indfgrer forholdet ¢ = am/ay. Regressionskurven antages lineger
ty = Ko + Kifly, og udtrykt vha. stikprgveveerdierne er opgaven at finde de
bedst mulige veerdier af k; og k; i ligningen

saledes at (T;,7;) ~ (z;,y;) for alle 7. I dette tilfeelde er funktionen der skal
minimeres:

=5 (2) ¢ ()| = s s ()

Yy i=1
(7.15)
Her er der 2+ n ubekendte sterrelser kg, ki, og T; (alle 7). ¢ kan minimeres mht.
Z; ved en geometrisk betragtning: transformér til et koordinatsystem, hvor x
erstattes af x/€, og bestem den korteste afstand mellem punktet (x;/€,y;) og et
punkt (Z;/&,7;) pa den rette linie 7; = ko + £k T; /€. Resultatet er

. _ 1 -
Q(k(]v kl) = Min {Q(k(]v klvxi)o-gﬂ = 1+ (§k1)2 Z (yz - k(] - klxi)Q (716)
i=1

Indfgres folgende parametre:

Dog=n)_aili =Y ;) B ; @TZ%Z%- (7.17)

hvor v og 3 betyder enten z eller y, sa er ¢(ky, k) minimal nar

D,,—&D
kl:%[_FiV1+F2]; F= nglf N (7.18)

zy
ko = yp — kyxp

Fortegnet foran kvadratroden er bestemt ved, at k; har samme fortegn som D,
(og r). Bemerk at linien gar gennem tyngdepunktet, se (7.5). Varianserne
udregnes pa samme made som i (7.6)—(7.8):

9, v 1 n (yi—k’o—k’lxi)2_ 1+ a2 —2ar
S D D 7 A | RN (A E R
D,,+&D o2 1 1
$2(ky) = Twnk%SQ(y) = i > [72 -2 (a n 5)} (7.19)
Plko) =75 (h) + -1+ (R )2IP0): ) = E52()

Korrelationskoefficienten (§23.10 i 8. udgave af Kreyszig) er defineret

S D D
Ty _ zy og a=ky | =2 (7.20)
sty DmmDyy Dyy
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Vi kan skelne mellem tre hovedtilfselde:

: 2 Day s 2 Dy,
i) (k) <1l = k:lzD ;i) (k) >1 = k:lzD ; eller

Tx Ty
i) (€k)?~1 = k= % = kq(i)ky (i) (“geometrisk middelveerdi”).
xrx

Hvis korrelationskoefficienten r &~ +1 bliver resultatet for regressionslinien uaf-
heengigt af £ og er dermed uafhengigt af om spredningen skyldes usikkerhed pa
malingen af x eller y eller af begge stgrrelser. Med den forudssetning, at der er
en linezer sammenhaeng mellem x og y, kan vi omvendt slutte, at det er kun hvis
|r| ikke er teet pa 1, at det er afggrende at vurdere om usikkerheden pa z er
betydende (¢|k;| =~ 1) eller ej.

I figurerne nedenfor analyseres maledatasaettet (x,y) = (2,6), (4,1), (6,3),
(10,3), (12,9), (14,8), (16,2), (18,11), (23,11), og (25,8). Korrelationsko-
efficienten for disse 10 talseet er r = 0.618 og den nederste figur viser resultatet
nar spredningen alene skyldes usikkerhed pa y, hvorimod den gverste viser resul-
tatet nar det antages, at usikkerhederne pa x og y er lige betydende [tilfaelde iii)
&k, = 1]. Begge regressionslinier gar gennem tyngdepunktet (z, yr) = (13,6.2),
men har forskellige haeldninger. Liniestykkerne pa hver side af malepunkterne
har leengderne: s(z) = 5.08, s(y) = 2.45 i gverste figur og s(y) = 3.11 i nederste.
Nar standardafvigelserne som her er bestemt af maleresultaterne, vil regressions-
kurven skeere liniestykkerne omkring malepunkterne i ca. 2/3 af tilfseldene.

15

k, = 0.482
| s(k,) = 0.241

-0.070

I kO =
s(k,) = 3.32

k, = 0.298
| s(k,)=0.134

k, = 2.324
s(k,) = 2.00

30
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IV) Generel, ikke-linezer regression. Vi starter med forudsaetningerne, at vi har

en stikprgve med n talpar (z1,9;),..., (z,,,¥,), hvor der ikke er nogen usikker-
hed forbunden med x. Regressionskurven (Y) = pu(z) antages at veere er en
generel funktion af x, specificeret ved hjeelp af p parametre 51,..., 3,

(Y) = g(z; 61, ... 8p) = gla; 8) (7.14)
hvor 3 betegner den p dimensionale vektor (3y,...,83,). Funktionen, der skal
minimeres er: )

n .
qzz<7l - Z—) (7.15)
i=1 i

hvor s; er standardafvigelsen pa malingen af Y for © = x; (bestemt eksperi-
mentelt eller vurderet pa anden made). Hvis der er mere end et par parametre
vil dette udtryk kunne udvikle mange lokale minima, og det vil veere sveert
at finde det “rigtige”, som ikke ngdvendigvis er det absolutte minimumspunkt.
Metoden anvender en iteration, dvs. vi starter ud med at geette en lgsning 3,
og derefter at undersgge opferslen af ¢ i naerheden af dette punkt. For at ggre
dette udnyttes en reekkeudvikling af g(z;; 3) til forste orden i 8 — 3, og folgende
n X p matrix opstilles:
9g(z;; 8)

(7.16)
965 lp=p

{A}ij =

= =0

og AT betegner den transponerede matrix. For at opskrive resultatet skal vi
indfgre

5
{L}ijzs_zj ; Ay = (yl—g(xl;ﬁo),yz—g(xz;ﬁo),..-,yn—g(xn;ﬁo)) (7.17)

7
L er en (diagonal) n x n matrix og Ay en n dimensional vektor. En bedre
bestemmelse af minimumspunktet (i neerheden af ;) kan herefter findes ved at
udregne:

AB= (AT L-A) -AT-L-2y (7.18)

Er g = 8, et minimumspunkt vil A veere nulvektoren. Hvis ikke, erstattes
B, med S, + Af og regningen gentages. Dette skema gentages derefter indtil
man er naet frem til en tilfredsstillende iterativ lgsning. I minimumspunktet er
variansen af de forskellige parametre bestemt ved:

s*(8;) = {(AT : L-A)_l}ii (7.19)

Hvis s; er konstant, s; = s(y), forenkles regningerne, idet L kan erstattes med
enhedsmatricen, nar blot det sidste resultat (7.19) multipliceres med s?(y). Er
s; ikke kendt pa anden made skal der gode argumenter til for ikke at antage en
konstant standardafvigelse. Accepteres denne antagelse kan s(y) bestemmes af
stikprgven pa helt analog made som i det linesere tilfeelde:

2

2 — 1281

s°(y) = = p

Bemaerk, at vi ma forlange at n er stgrre end (eller til ngd lig med) p, for at
antallet af ubekendte ikke skal blive stgrre end det antal bindinger der er.

(7.20)




