Kanoniske transformationer (i) 9.1

Veerdien af transformationer: Polaere koordinater: (x, Y z) = (rcos¢sinf, rsin ¢sin, r cos )
= T =1im(a*+ ¢ +2%) = sm(i? + 7202 + r?sin 9¢2)

Hvis V =V (r,0) = ¢ er en cyklisk koordinat og p g = mr 25in% 0 ¢ er bevaret.

Den ideelle transformation ma vare én, hvor alle koordinater bliver cykliske.

Opgave 1.10: Punkttransformation: ¢, = ¢,(Q,Q5,...,Q,,,1t) (i=1,...,n)
= (, = 94, Q + — 8% og 9: _ 94 For Lagrangefunktionen L = L(q q,t) fas
7 8@3 8@ 8Q3 Y 9

%(8L) OL :%<8L 0q; OL aq,)_(aL 0q; +8L aqi)

00,/ 0Q; 0q: 0Q;  0d; 0Q); 0q: 0Q; = 94 0Q);

d (0L Og; OL 0q; OL 0g; Oqg; d rOL\ OL 0g; OL 0q; OL 0g;
- (a0 )- Gt o )~ o 3 ) o 3~ 0 70,
dt\94; 0Q;/) \0q; 0Q; ' 04; 0Q;) ~ 0Q; dt \dg;) ' 0¢; 9Q; \0q; 0Q; ' Ig; 0Q,

B {d <8L) B 8L} dq;
~ Ldt\dg 9g;1 0Q;
Lagrangeligningerne er forminvariante mht. en transformation i konfigurationsrummet.

I Hamiltonformuleringen er der 2n uafhsengige koordinater q og p, og den tilsvarende

generelle transformation i faserummet er:

Qi - Qz(q7 P, t)a Pz - P(qa b, t)a 0og omvendt qz - qu(Q7 P7 t)? pz — pz(Qa P7 t)
oK . 0K

H— K=K(Q,P,t), Q,= 9P P, = 90, Krav: @, og P, er kanoniske variable,

men ikke ngdvendigvis at K(Q,P,t) = (q(Q, P.t),p(Q, P,t),t).

(Dvelse: Vis at bevaegelsesligningerne for de transformerede variable, i tilfeeldet n = 1,
OH . OH

QZQ(Qap)a p:p(Q,P) er %:_JD-Pa 8P JDQ7

(g, p) |

9(Q, P)

hvor J,, er Jacobi-determinanten J, = ‘



Kanoniske transformationer (ii)

. 0K . 0K t2 . to .
eller t
- dF z N
Ap;d; — H) :PiQi_K‘FE, bemaerk 5/ d—th—é[ (q,p,Q,P,t)} —0
t1

Udvidet kanonisk transformation: (A # 1)
P
Qi = Mg, P@ = Vp; = K = K(Q,P,t) - /LVH(Q, _7t) — MVH(CLpat)
: v
idet \=pv = u(pg—H)=PFQ,—K

dF
Kanonisk transformation: (A = 1) p;q; — H = P, Q K + =

Udtrykket viser at g, @, og t er de uatheengige variable i ', og F' = F(q, Q,t) kaldes for
frembringerfunktionen eller generatoren for den kanoniske transformation.

OF oF OF
F=F =F(q,Q,t) = dF =dF, = 94, ! 8@1 dQ, + —1dt som indsat giver

(v - aFl)dqz (—P-—a H)dQ, + (K H—@)dtzo, eller

8% ’ an 8t
 OF, ) OF,

De tre ligninger fastlaegger transformationen: (2) er en relation mellem P, og (q, Q,t) som
bestemmer g, = ¢,(Q, P, t). Indsattes dette i (1) fas p, = p, (q(Q, P, t), Q,t). Ligning (3)
giver sluttelig K = K(Q, P,t), nar de to resultater indsaettes i denne ligning.
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Kanoniske transformationer (iii)

Kanonisk transformation: p,dq, — P,dQ, + (K — H)dt —dF =0
Genererende funktion F,(q,P,t) kombineret med Legendre transformation:
O0F, OF, OF,
F=F P,t) - Q,P, dFy, = —=dg, dP, + —=dt
2(q7 ’ ) Qz 79 2 8Qz qz—i_apz z+ Ot =
p;dq; — P,dQ, + (K — H)dt — dF;, + Q,dP, + P,dQ, =0 eller
F F F:
( 0 Q)dqi+<Qi—a 2)dP,L.Jr(K—H—Q)dtzo og dermed

Pi ™ 5q: OP; ot

Pi:%l;?’ Qi:g—g, K:H+%

(i) F=F(qQt) = piZ%Z;}a Pi:—ggli, K:H“L%

(ii) F = F,(q,P,t)—Q,P, = pz':%z;z’ i:g—g’ K:H+%

(i) F=F(p,Q.t)+qp = qi:—gija Pi:—%a KZH*%
(iv) F=F,(p,P,t)+qp,—QF = qi:_aaij’ i:g—g’ K:HJF%

+ forskellige kombinationer af (i)—(iv) for forskellige frihedsgrader:
F. eks. (ii) og (iv) F = Fy(q1,p5, P, Py, 1) — Q1 Py + qopy — Qo Py =
_ OF; Q. = OF; OF _ OF5 OF
1

Pq aql ) 8P2 ’ ds 8p2 ’ Q2 8P2 ) + (975
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Eksempler pa kanoniske transformationer
1): Fy=q¢P = p= %l;? =P, Q, = gﬁj — ¢, (identitet)
@ Fi=qQ = p=30=Q. P=-gct=-q (ombytning)
(¢:0:) = (=P, Q;) = p; = —ZZ = Q; = —8(&_1;) , 4= ZZ — —P, = gg
T R L A e

Den fgrste ligning bestemmer g, = ¢;(Q, t). Den anden ligning kan vendes om ved udreg-
dq; 0q; afj 3@3‘ dg; 3Q3

o~ P = P = P, =_—P =P - =0.).

00.” ~ 90, 8¢, 9q, 90,1 g, ~ T =6

Denne kanoniske transformation er identisk med punkttransformationen af Lagrangefunk-

ningen:

0q; 0q; _
tionen: L = L(q,q,t), hvor ¢, = ¢;,(Q, ) og ¢, = 6(3 Q —|— q . Det sidste udtryk betyder:
j
oL 0L 0q;  OL 0g; 04q; 0q;
P.=——= 1 + L _ A :p~—q, som ovenfor.

. p’L (A
Benyttes i stedet Fy = f,(q,t)P; + g(q,t) er Q; = f;(q,t) som fgr, men den kanoniske
of; dg
P,
¢ B,
Denne transformation svarer til punkttransformationen af L, hvor ¢, = ¢,(Q, t) kombineres

d
med at Lagrangefunktionen L erstattes af L' = L — d—i [(Dvelse].

bevaegelsesmaengde P, sendres og bestemmes nu af ligningen: p, =
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Den harmoniske oscillator (i)

Hamilton for de% éndimensionale harmoniske oscillator: N
1

H:T—|—V:p——|—%l~zq2 eller H=_—(p"+m’w’¢), w’=—

2m 2m m

Find en kanonisk transformation, (q,p) — (Q, P), hvor @ er en cyklisk koordinat:

p=f(P)cosQ, q:f(P)SinQ = K=H= i )(COSZQ+sm Q) = f*(P)
mw om om

OFy OF, mwq?
Benyt F| = 2cotQ = p=— = mwgqcot 1), P=-— —

2P
(2) = ¢ =14/ —sinQ, hvorefter (1) = p = vV2Pmwcos@ eller f(P) = v2Pmw
mw
[trykfejl i ligning (9.39b)].
[ 2P
Resultat: Transformationen ¢ = {/—sin), p= vV2Pmwcos() er kanonisk og =
mw

2
P

K=H= f2( ) = wP, som er cykliski ) = P er bevaegelseskonstant.
m

E
H=T+V=FE = P=—.
N OH
Hamiltons bevaegelsesligning for Q er Q = 5p — v = QR=Q()=wt+a

E
Slutresultat: q= sin(wt + «), p = V2mE cos(wt + «)

mw?
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Den harmoniske oscillator (ii)
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9.6

Q=wt+ a, P =

2F
q= 5 sin(wt + o
mw

)
p = V2mE cos(wt + )

€

Faserumsvolumen:

A(Ey) = // dpdq = /pdq = mab = ZWWEO
E<FEj

Indsaettes det kvantemekaniske resultat
AFE = hw fas det kvasi-klassiske resultat,
at “faserumsvolumnet” pr. kvantetilstand er

AA = 2rh = h (pr. frihedsgrad).

Indfgres normaliserede variable (“kaos”):

mw? ) D
q, Db =
2 V2m

bliver det tilsvarende bane i (¢’, p’)-faserummet
en cirkel med arealet:

A =rnF

q =



Den symplektiske metode (i)

Begraenset kanonisk transformation (ingen eksplicit t-afthaengighed):
OF

L 0Qi. | 0Q,. 0Qi0H 0Q0H

O 00,5 ap, Y T By, 0w, Oy 04, 00: _Op; 0@ __ 04
o _ OH _0H dp,  OH by, Og;  OP; Op; OB
’ 8PZ (9pj (‘)Pz (9qj 8PZ
OP; Op; OF;  Og;

Betragtes istedet P, fas analogt = — : =
dg; 0Q; Op;  0Qi

Symplektisk notation, J= ( 0 1 M =Gq> MNign=p; (@=12,...,n)

-1 0/’
OH OH = 0H
Hamiltons bevagelsesligninger ¢, = , D= — omformes til 1= J —
Op; dg; on
- a¢;
Nye kanoniske koordinater: ¢ =¢(n) = (=Mn, M= 875
J
. ==0H ===0H OH 0OH 0(; OH =\ OH
E=MJT= = MIME = L= o= = (M) S
on o¢ 3775 9¢; O 7t 0¢; ij O
o = H e =
Kanonisk transformation ¢ = J aC = MJM=J (1)

Matricer der opfylder (1) kaldes symplektiske. Denne direkte metode forudsatter at de
nye koordinater eksplicit defineres ud fra de gamle ¢ = {(n).

—_

illle
<
Y

=N
<l
=
ln

—JM = JMJP=7M"'] = JM=

|
i



Den symplektiske metode (ii)

Tidsathaengig kanoniske transformation: ¢ = {(n,t), M = (9_C = MJM=J
n
Vi vil vise at den symplektiske ligning er gyldig for en infinitesimal (tidsatheengig) kanonisk

transformation, @), = ¢; +0q;, P, =p,+0dp, eller (=n+dn
En infinitesimal kanonisk transformation kan genereres ved at benytte

OF, oG oG
F.=F(q.P.t)=q.P. +¢G(q.P.t) = =2 _p 4 — R
2 2(q7 ) ) qj J € (qa ) ) p; aqz 7 € aqz 5pz ¢ 8%

OF, oG oG oG = 0G

_ _ _ 2 _ _
Q, = 9P —qi—|—eapi _qi+€8p,-+o(e ) = dg; eﬁpi eller 677—6J—8n
_ 9 = am = = 0°C 9°G 9°G 952G
on T o 1 Goan (anan)w om0, (anan) i

Benyttes AB = ?j, J=—17 fas
G

MJM = (1 1-— — 2
7o BT (TeeT 2E) (1o 28 7Y _ G o

Den symplektiske ligning geelder for en vilkarlig infinitesimal kanonisk transformation,

ogsa hvis transformationen (G) afhaenger eksplicit af £. Den symplektiske ligning gaelder
derfor ved hvert skridt af fglgende sekvens af kanoniske transformationer:

n — C(ty) = C(tg +dt) = C(tg +26t) = - = ((ty +1).

Antager vi at serien er konvergent har vi dermed at den symplektiske ligning er gyldig
ogsa nar den kanoniske transformation afhsenger eksplicit af ¢.
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Poissonparentes 0.9

Poissonparentesen for to funktioner u(q, p,t) og v(q, p,t) defineres:
Oou Ov  Ou Ov Ou = Ov
= — 11 J —
0l = 3 ( o 6%) cller 1], = 507 2
Simple resultater (trykfejl i leerebogen: ligningen for (9.71) og (9.71)): B
[qj'a(Jk]q,p =0, [pj?pk;]q,p =0, [Qj7pk]q,p — _[pj7Qk;]q,p = 5jk; eller [77,77]77 =J

= 0
Transformation af variable (q,p) — (Q,P) eller { = {(n,t), hvor M = —C:

on
¢ = oC
G =50 T 5 =

€, ¢l, =€, ¢le = J er uafheengig af en kanonisk transformation.

=J <& kanonisk transformation (]\:4 er symplektisk).

Ell?

J

ill

dv v ac o = o o =dv du =ou Ou =
= = L.o= = = -, _— = —
o = a6 o~ oM = ) 36 = 5 = Moe am = Moe = ol
du=0v Ou===0v Ou=0dv
— = — =
[, v],, anJan (9CM JM ac aCJaC [u, v]¢

Alle poissonparenteser er kanonisk invariante (invariante overfor kanoniske transforma-
tioner), hvilket ogsa geelder (pr. definition) for Hamiltons bevaegelsesligninger. Bemeerk,
at vi ikke fremover behgver at specificere, hvilke koordinater der benyttes ved udregningen
af Poissonparenteserne: [u, v],, = [u,v], = [u,v].

Klassisk mekanik +— Kvantemekanik: Poissonparentes — Kommutator mellem to opera-

1
torer (Dirac), [u U]KlaSSISk = h[u U]Kvantemekanisk ([j: ] ’Lh)
7



Poissonparentes algebra: 9.10

—[v, u] (antisymmetri)

= afu, w] 4 blv, w], a og b er konstanter (linearitet).
v, w| + [u, wlv (produktregel)
u, [v, wl]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0 (Jacobis identitet)

Den sidste saetning bevises i laerebogen. Dette bevis samt de naeste 2 sider er kursorisk
leesning [side 391-393(nederst)].

Det differentielle volumenelement i1 faserummet er kanonisk invariant:

dn = dq,dq, . ..dq,dp,dp, ...dp,,, d¢ =d@Q,dQ ...dQ,dP,dP,...dP,

Sammenhaenget mellem de to volumenelementer er givet ved absolutvaerdien af Jacobi-
determinanten:
0 s Qn, P, .. P,

a(Qh' -sqn,P1y--- 7pn)

det MIM =7 = [8]’|7]=]|7]

0 —
i =

Den symplektiske betingelse medfgrer eksistensen af en genererende funktion
F' for transformationen:

De to metoder er &kvivalente [beviset pa side 395-396(nederst) er kursorisk laesning].



Poissonparenteser i Hamiltonteorien (i)

Vilkarlig funktion v = u(q, p,t)
du  Ou . ou ou OudH OudH Ou ou

_— = . ). — — — H N
it oqt T ot T o T dgom  opoa ot TG
Hamiltonligningerne kan omskrives enten ved at benytte
0
(1) u=1u(g,) = ¢, eller u=wu(p,) =p, 1iligningen ovenfor, i hvilke tilfzelde 8_? =0
(2) definitionen, ligning (9.67), af en Poissonparentes:
qu = — :5i.q.—0—p- =g,
4 H] dq; Op;  Op; Oq; (=)
| | dq; Op;  Opj Og; 3~ 0u(2s)
: : : . . =O0OH
I symplektisk notation, 1 = [, H] og dermed ogsa 1= J e n, H]
n
dH OH OH
Benyttes u = H fas umiddelbart det kendte resultat: — =[H,H]+ — = —
dt ot ot
0
Er u en bevaegelseskonstant, @ = 0, fas  [H,u| = au og dermed

[H,u] = 0, hvis u ikke athsenger eksplicit af ¢ (kvantemekanik: Operatoren, svarende til

en bevaegelseskonstant, kommuterer med Hamiltonen).

Jacobis identitet, [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0, kan 1 nogle tilfzelde benyttes til at
identificere nye bevaegelseskonstanter: Indsasettes w = H og er u og v beveaegelseskonstanter

= [H, [u,v]] =0, eller at [u,v] er en ny bevaegelseskonstant.
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Poissonparenteser i Hamiltonteorien (ii) ™"

Infinitesimal kanonisk transformation: F, = ¢q,P, +eG(q,P,t) = n—{=n+n

= 0G du Ou = 0G
(9.63) dn=c¢€J o = du=umn+4n)—uln) = 8775" E%J o= = €lu, G|
Benyttes G = P; = p; + O(¢) = dn; = €[n;, G| = €[n;,p;] = €6,; dvs. dq; = € og 0n;jz; =0
eller du = €[u,p,| = 0q;[u,p;] = 6(55:; = gg; = [u, p,]

Ved (uendelig mange) succesive anvendelser af generatoren svarende til G genereres en
(aktiv) forskydning af systemet i faserummet, fra (0) til (1), hvor ¢,(0) — ¢;(1) mens alle
andre koordinater er usgendret. En Taylor-raekkeudvikling giver, Ag;, = ¢,(1) — ¢,(0),

u(1) = u0) + dZé(.)) Ag; + %deU(z()) (Ag;)* + -+
= u(0) + [u, p;]oAg; + 5[[u, pz] Jo(Ag)? + 5 l[[w, )y pi), pilo (Ag)” +

Eksempelvis: (i) (g;,p;) = (z,p,) = p, = md genererer en forskydning af m stykket
z(1) — z(0) i = aksens retning. (ii) (g;,p;) = (¢,p¢) =(p,L,) = L, =) .(r,xp,) 2
genererer en rotation af et mange-partikel system vinklen ¢(1) — ¢(0) omkring z-aksen.
Benyttes u = H og er p, en bevaegelseskonstant, [H,p,] =0, < H(1)= H(0):

Hvis Hamiltonfunktionen er invariant overfor en infinitesimal kanonisk transformation, sa
er dens generator en bevagelseskonstant.

d
Tidsudvikling: For v = u(q, p) og dermed d—? [u, H] fas analogt:

u(t) = u(0) + [u, Hlot + l[u, H], Hlot? + &{[[u, H], H], Hot* + -

H er generatoren for en infinitesmal tidsforskydning af systemet. (¢, H) kan opfattes som
kanoniske variable. F.eks. hvis t er en cyklisk koordinat sa er H = 0.



Liouvilles teorem )13

Ensemble: En udgave af et makroskopisk (n = 10?3 partikler) system med et bestemt valg
af 2n begyndelsesbetingelser (der er i overensstemmelse med givne begraensninger).

D = D(q,p,t): sandsynlighedsteetheden af ensembler i faserummet. Statistisk midling:
(B(t)) = [ BDdS), hvor dQ2 er det differentielle volumen i faserummet og [ DdQ = 1.
Det enkelte ensemble kan afbildes som et punkt i faserummet, E,(t). Antallet af ensembler,
E  E,,...,ifaserummet er konstant = kontinuitetsligning:

0DASx = D(x)Av,(x)0t — D(z + dx)Av, (x + dx)dt

m(x)& D(:l: + 520 (2 4 62)6¢ 6D D(z + dx)v, (z + 0x) — D(x)ve(x)
eller i flere dimensioner
8D (x,1) Z (x,t)&;(x,t)] =0
Oz,
x x+ox

0D er den tldshge aendrmg af D pa stedet x.
I det 2n-dimensionale faserum:

OD ~[8(Dg) O(Dp;)] 0D oD . 0D ¢ Opi]|
6t+2[ 5o+ =S D |dig -+ +D( + )_o

— Opi 3q Y op, dq¢;  Opi
d¢;  Oq:Opi’ Opi  Opi Og; - 9g; " Opi " dvs.
dD 0D oD . 0D, oD L
T + Z <an' q; + 9, pi> =5 +[D,H| =0 (Liouvilles teorem)
I ligeveegt er (B(t)) = konstant og derfor %—lt) =0 =

[D,H] =0 = D kan kun athzenge af bevaegelseskonstanter (T'+ V, P, og L).



