
8.1

Hamiltons bevægelsesligninger
Konfigurationsrum

q2

q3

t1

t2

Lagrangesfunktionen: L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) = T − V
med n uafhængige generaliserede koordinater. Banen i konfigu-
rationsrummet bestemmes af n differentialligninger af 2. orden,

Lagranges ligningerne:
d

dt

³ ∂L
∂q̇j

´
− ∂L

∂qj
= 0,

med 2n begyndelsesbetingelser [værdierne af qj(t1) og q̇j(t1)].
q1

I den Hamiltonske formulering er der 2n uafhængige koordinater:
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), hvor pj er de generaliserede eller

konjugerede bevægelsesmængder: pj =
∂L

∂q̇j
.

De sammenhørende koordinater (qj , pj) betegnes kanoniske variable.

Systemets tidsudvikling bestemmes af 2n differentialligninger af
1. orden med 2n begyndelsesbetingelser, og er nu en kurve i det
2n-dimensionale faserum. Variabelskiftet (qj , q̇j , t) 7→ (qj , pj , t),
hvor L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) 7→ H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)
skal foretages ved en Legendre transformation.
H er Hamiltonfunktionen som fører til Hamiltons bevægelses-
ligninger (2n differentialligninger af 1. orden).

Faserum

q1
p1

q2

p2

t1

t2



8.2

Legendre transformation (i)

Legendre transformation: Funktionen f(x) 7→ g(u),

hvor u = u(x) =
df

dx
eller df = udx, s̊aledes at kendskab

til f(x) bibeholdes: g(u) = f(x)− x df
dx
= f

¡
x(u)

¢
− ux(u)

⇒ dg = df − udx− x du = −xdu, x = x(u) = −dg
du

[Vis at en Legendre transformation af g(u) 7→ f(x).]

f(x)
∝ u

f(x)− ux

x

Termodynamik:

Den indre energi U = U(S, V ), hvor dU = T dS − P dV eller T =
∂U

∂S
og P = −∂U

∂V
Legendre transformation mht. entropien ⇒ Helmholtz fri energi:

F = F (T, V ) = U − S ∂U
∂S

= U − ST, dF = −SdT − PdV ,
hvor T og V er uafhængige variable og F indholder de samme informationer som U .

Legendre transformation af F (T, V ) mht. volumen ⇒ Gibbs fri energi:

G = G(T, P ) = F − V ∂F
∂V

= F + PV, dG = −SdT + V dP ,
hvor T og P er uafhængige variable og G indholder de samme informationer som F og U .



8.3

Legendre transformation (ii)
Analytisk mekanik:

Lagrangefunktionen L = L(q, q̇, t), hvor dL =
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

∂t
dt

(Bemærk at her, som i lærebogen, benyttes Einstein konventionen, at der summeres over
gentagne indices: aibi ≡

Pn
i=1 aibi. Hvis der ikke skal summeres m̊a man eksplicit gøre

opmærksom p̊a det, se bemærkningen til ligning (8.2) i bogen.)

Indføres den generaliserede bevægelsesmængde pi ≡
∂L(q, q̇, t)

∂q̇i
og benyttes Lagranges

ligninger:
d

dt

³ ∂L
∂q̇i

´
− ∂L

∂qi
≡ ṗi −

∂L

∂qi
= 0 f̊as dL = ṗidqi + pidq̇i +

∂L

∂t
dt

Legendre transformation af Lagrangefunktionen: G = G(q,p, t) = L− q̇i
∂L

∂q̇i
= L− q̇ipi,

Hamiltonfunktionen er defineret som:

H = H(q,p, t) =

nX
i=1

q̇ipi − L = q̇ipi − L = −G ⇒

dH = q̇idpi + pidq̇i − dL = q̇idpi − ṗidqi −
∂L

∂t
dt

og Hamiltons kanoniske ligninger: q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
,

∂L

∂t
= −∂H

∂t
2n bevægelsesligninger (+ 1, hvis L afhænger eksplicit af t).

Desuden f̊as fra det totale differential dH, at
dH

dt
= q̇i

dpi
dt
− ṗi

dqi
dt
− ∂L

∂t

dt

dt
= q̇iṗi − ṗiq̇i −

∂L

∂t
= −∂L

∂t
eller

dH

dt
=
∂H

∂t



8.4
Hamiltonfunktionen

Ligning (2.53) “Jacobis integral”: h(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) ≡ q̇i
∂L

∂q̇i
− L = H

Hvis
∂L

∂t
= 0 er Jacobis integral og Hamitonfunktionen bevaret,

og hvis V ikke afhænger af q̇j , og T er en homogen funktion af 2. grad i q̇j ⇒
H = q̇ipi − L = q̇i

∂L

∂q̇i
− L = q̇i

∂T

∂q̇i
− (T − V ) = 2T − (T − V ) = T + V = E

Generelt:
1) Vælg n generaliserede koordinater q = q1, . . . , qn og opstil L = L(q, q̇, t) = T − V .
2) Find de konjugerede bevægelsesmængder pi = pi(q, q̇, t) =

∂L

∂q̇i
(8.2).

3) Opstil Hamiltonfunktionen H = q̇ipi − L.
4) Inverter (8.2) og bestem q̇i = q̇i(q,p, t).
5) Benyt dette udtryk til at eliminere q̇i fra H opstillet i punkt 3) ⇒ H = H(q,p, t).

I mange tilfælde:

1) L = L0(q, t) + ã(q, t)q̇+
1
2
˜̇qM(q, t) q̇

2) p = a+M q̇
3) H = ˜̇q p− L = p̃ q̇− L
4) q̇ =M−1(p− a)
5) H(q,p, t) = 1

2
(p̃− ã)M−1(p− a)− L0



8.5

Eksempler p̊a Hamiltonfunktioner (i)

Eksempel 1: En partikel med masse m i et sfærisk potential: V = V (r),
hvor r = (x, y, z) =

¡
r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ

¢
Benyttes de sædvanlige kartesiske koordinater f̊as

L = T −V = 1
2
m
¡
ẋ2+ ẏ2+ ż2

¢
−V

¡p
x2 + y2 + z2

¢
= L0(q, t)+ ã(q, t)q̇+

1
2
˜̇qM(q, t) q̇,

hvor L0 = −V, a = 0, M = mI ⇒ M−1 = m−1I
px = mẋ, py = mẏ, pz = mż

H(q,p, t) = 1
2
(p̃− ã)M−1(p−a)−L0 =

1

2m

¡
p2x+p

2
y+p

2
z

¢
+V

¡p
x2 + y2 + z2

¢
=
p2

2m
+V

Hamiltons ligninger: q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
⇒ ẋ =

px
m
, ṗx = −

∂V

∂x
= Fx

Vælges de sfæriske koordinater (r, θ,φ) som generaliserede koordinater f̊as:

L = T − V = T = 1
2
m
¡
ẋ2 + ẏ2 + ż2

¢
− V = 1

2
m
¡
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ φ̇2

¢
− V (r), eller

L0 = −V (r), a = 0, M =

⎛⎝m 0 0
0 mr2 0
0 0 mr2 sin2 θ

⎞⎠ ⇒ M−1 =
1

m

⎛⎝1 0 0
0 r−2 0
0 0 (r sin θ)−2

⎞⎠
pr =

¡
M q̇

¢
1
= mṙ, pθ =

¡
M q̇

¢
2
= mr2 θ̇, pφ =

¡
M q̇

¢
3
= mr2 sin2 θφ̇

H(q,p, t) = 1
2
(p̃− ã)M−1(p− a)− L0 =

1

2m

Ã
p2r +

p2θ
r2
+

p2φ

r2 sin2 θ

!
+ V (r)



8.6

Eksempler p̊a Hamiltonfunktioner (ii)

Eksempel 2: Partikel med masse m og ladning q i et elektromagnetisk felt, ligning (1.63):
L = T − U = 1

2
mv2 − qφ+ qA · v. Benyttes kartesiske koordinater (x1, x2, x3) f̊as:

L = 1
2
mẋiẋi − qφ+ qAiẋi, pi =

∂L

∂ẋi
= mẋi + qAi eller ẋi =

1

m

¡
pi − qAi

¢
⇒

H = ẋipi − L =
1

m

¡
pi − qAi

¢
pi −

1

2
m
1

m2
(pi − qAi)

¡
pi − qAi

¢
+ qφ− qAi

1

m

¡
pi − qAi

¢
H =

1

2m

¡
pi − qAi

¢¡
pi − qAi

¢
+ qφ =

(p− qA)2
2m

+ qφ
¡
= 1

2
mv2 + qφ

¢
H er den totale energi T + V , hvor V = qφ er partiklens potentielle energi. H 6= T + U ,
hvor U er den generaliserede, hastighedsafhængige potentielle energi der bestemmer L. Det
magnetiske felt B = ∇ ×A p̊avirker partiklens bane (optræder i bevægelsesligningerne),
men ikke den totale energi.

Eksempel 3: Symplektisk notation, 2n×2n ortogonal matrix: J ≡
µ
0 1
−1 0

¶
, J−1 =

e
J

(0 og 1 er 0- og enhedsmatricen i n dimensioner).
Indføres ηi = qi, ηi+n = pi (i = 1, 2, . . . , n) kan Hamiltons ligninger

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
omformes til η̇ = J

∂H

∂η
, eksempelvis for 2 koordinatvariable:

J
∂H

∂η
=

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
−ṗ1
−ṗ2
q̇1
q̇2

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝
q̇1
q̇2
ṗ1
ṗ2

⎞⎟⎟⎠ = η̇



8.7

Bevarelsessætninger og symmetrier

At qj er en cyklisk koordinat, betyder at L er uafhængig af qj . Er dette tilfælde f̊as:

0 =
d

dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
=
d

dt

∂L

∂q̇j
=
d

dt
pj = ṗj = −

∂H

∂qj
⇒

i) L kan erstattes med H i definitionen af en cyklisk koordinat.
ii) pj er en bevægelseskonstant n̊ar qj er en cyklisk koordinat.

Systemet har en “translationssymmetri” n̊ar qj 7→ qj + δqj ikke ændrer de fysiske forhold
⇒ V og T og dermed H = T + V uafhængig af qj eller qj er en cyklisk koordinat.
iii) Translationssymmetri mht. qj medfører, at qj er en cyklisk koordinat og pj er bevaret.

dH

dt
=
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi +

∂H

∂t
= (−ṗi)q̇i + q̇iṗi +

∂H

∂t
=
∂H

∂t
= −∂L

∂t

iv) Afhænger H ikke eksplicit af t er H en bevægelseskonstant.

v) I de “fleste tilfælde” er H den totale energi.

Bindingerne og dermed transformationen r 7→ q m̊a ikke afhænge eksplicit af t. I modsat
fald kan man ved passende valg af generaliserede koordinater opn̊a, at H er den totale
energi, som ikke er bevaret eller at H er bevaret men ikke er den totale energi (se næste
eksempel).



8.8
Eksempel med tidsafhængig binding

Generaliserede koordinat er den absolute koordinat x:
L = L(x, ẋ, t) = T − V = 1

2
mẋ2 − 1

2
k
¡
x− v0t)2

d

dt

³∂L
∂ẋ

´
− ∂L

∂x
= mẍ+ k(x− v0t) = 0

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ ⇒ ẋ =

p

m

H = H(x, p, t) = ẋp−L = p

m
p− 1

2
m
³ p
m

´2
+ 1

2
k
¡
x− v0t

¢2
=
p2

2m
+ 1

2
k
¡
x− v0t

¢2
= T +V

ẋ =
∂H

∂p
=
p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −k

¡
x− v0t

¢
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
= −kv0

¡
x− v0t

¢
H er den totale energi, som her er tidsafhængig.

Generaliserede koordinat er den relative koordinat x0 = x− v0t og ẋ0 = ẋ− v0:
L = L(x0, ẋ0, t) = T − V = 1

2
m
¡
ẋ0 + v0

¢2 − 1
2
k(x0)2 ⇒ p0 =

∂L

∂ẋ0
= mẋ0 +mv0

H = H(x0, p0, t) = ẋ0p0 − L =
³ p0
m
− v0)p0 −

(p0)2

2m
+ 1

2
k(x0)2

H =
(p0)2

2m
− v0p0 + 1

2
k(x0)2 =

(p0 −mv0)2
2m

+ 1
2
k(x0)2 − 1

2
mv20

ẋ0 =
∂H

∂p0
=
p0

m
− v0, ṗ0 = −∂H

∂x0
= −kx0, ∂H

∂t
= −∂L

∂t
= 0

H er ikke længere den totale energi, men er bevaret i tid.

Bemærk at bevægelsesligningen er den samme i de to tilfælde: mẍ = mẍ0 = −kx0



8.9
Variationsregning og Hamiltons ligninger

Hamiltons princip: δI = δ

Z t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0 ⇒ Lagranges n ligninger.

Variation af bane i konfigurationsrummet, hvor q(t1) og q(t2) har fastholdte værdier.

Hamiltons modificerede princip: δI = δ

Z t2

t1

f(q, q̇,p, ṗ, t)dt = δ

Z t2

t1

¡
piq̇i−H(q,p, t)

¢
dt = 0.

Variation af bane i faserummet, hvor b̊ade q(t1) og p(t1) samt q(t2) og p(t2) har fastholdte
værdier, fører til Hamiltons 2n ligninger:

0 =
d

dt

³ ∂f
∂q̇j

´
− ∂f

∂qj
= ṗj −

∂(−H)
∂qj

⇒ ṗj = −
∂H

∂qj
, (j = 1, 2, . . . n)

0 =
d

dt

³ ∂f
∂ṗj

´
− ∂f

∂pj
= 0−

³
q̇j −

∂H

∂pj

´
⇒ q̇j =

∂H

∂pj
, (j = 1, 2, . . . n)

Det er ikke nødvendigt at fastholde værdierne af pj(t1) og pj(t2), fordi integrationsleddet

i udledelsen af Euler-Lagrange variationsregnings-resultatet,
∂f

∂ṗj

∂pj
∂α

¯̄̄t2
t1
= 0 under alle

omstændigheder, fordi f ikke afhænger eksplicit af ṗj .

δ

Z t2

t1

L(q, q̇, t)dt = δ

Z t2

t1

³
L(q, q̇, t)+

d

dt
g(q, t)

´
dt = 0 ⇒ uændret Lagranges ligninger.

δ

Z t2

t1

³
piq̇i −H(q,p, t)

´
dt = δ

Z t2

t1

³
piq̇i −H(q,p, t)−

d

dt
G(q,p, t)

´
dt = 0 ⇒

uændret Hamiltons ligninger, men kun hvis værdierne af pj er fastholdte i endepunkterne
(bemærk at hvis G afhænger af pj , s̊a optræder ṗj i den absolutte tidsafledede af G).

Eksempelvis G = qipi ⇒ H = H + qiṗi + q̇ipi og δ

Z t2

t1

¡
− ṗiqi −H

¢
dt = 0



8.10

Mindste virkningers princip

∆-variation af aktionsintegralet i konfigurationsrummet: qi(t,α) = qi(t, 0) + αηi(t)

∆

Z t2

t1

Ldt ≡
Z t2+∆t2

t1+∆t1

L(α)dt−
Z t2

t1

L(0)dt , [ηi(t1) 6= 0, ηi(t2) 6= 0]

∆

Z t2

t1

Ldt = L(t2)∆t2 − L(t1)∆t1 +
Z t2

t1

δLdtZ t2

t1

δLdt =

Z t2

t1

³ ∂L
∂qi
− d
dt

∂L

∂q̇i

´
δqidt+

∂L

∂q̇i
δqi

¯̄̄2
1
= 0 + piδqi

¯̄̄2
1

δqi(tβ) = ηi(tβ)δα (β = 1, 2) og den totale ændring ∆qi(tβ+∆tβ) = δqi(tβ)+q̇i(tβ)∆tβ

∆

Z t2

t1

Ldt =
¡
L∆t+ piδqi

¢¯̄̄2
1
=
¡
L∆t− piq̇i∆t+ pi∆qi

¢¯̄̄2
1
=
¡
pi∆qi −H∆t

¢¯̄̄2
1

Antagelser: H er bevaret, b̊ade for α = 0 og α 6= 0, og ∆qi(tβ +∆tβ) = 0 ⇒

∆

Z t2

t1

Ldt =
¡
pi∆qi −H∆t

¢¯̄̄2
1
= −H(∆t2 −∆t1). En direkte udregning giverZ t2

t1

Ldt =

Z t2

t1

piq̇idt−H(t2 − t1) ⇒ ∆

Z t2

t1

Ldt = ∆

Z t2

t1

piq̇idt−H(∆t2 −∆t1) ⇒

Mindste virkningers princip: ∆

Z t2

t1

piq̇idt = 0

Hvis definitionen af de generaliserede koordinater ikke afhænger eksplicit af t:

T = 1
2
Mij q̇iq̇j og piq̇i = 2T ⇒ ∆

Z t2

t1

Tdt = 0



z

x

m

h

Mindste virkningers princip:
Illustrerende eksempel

8.11

Vi skal variere banen for et frit fald. — Antagelserne er
1) ∆qi(tβ) = 0, dvs. m begynder sin bane i (x, z) = (0, h) til t = t1,
og slutter i (x, z) = (0, 0) til t = t2,
2) De mulige baner er dem, hvor H = T + V er konstant, dvs. H = mgh
(begyndelseshastigheden er 0).
Den korrekte bane bestemmes ud fra “Mindste virkningers princip”:

∆

Z t2

t1

Tdt = 0, hvor T = 1
2
m(ẋ2 + ż2) = H − V = mg(h− z)

h/2

a

Variationsbane: x = α(h− z) for h/2 < z < h og x = αz for 0 < z < h/2 , α =
2a

h
For disse baner er ẋ2 = α2 ż2, 0 < z < h og T = 1

2
m(ẋ2+ ż2) = 1

2
m(α2+1)ż2 = mg(h− z)

⇒ ż2 =
2g(h− z)
1 + α2

eller ż = −
∙
2g(h− z)
1 + α2

¸ 1
2

. Benyttes dette f̊as

I =

Z t2

t1

Tdt =

Z 0

h

mg(h−z) dt
dz
dz =

Z h

0

mg(h−z)
∙
1 + α2

2g(h− z)

¸ 1
2

dz = m

∙
g(1 + α2)

2

¸ 1
2
Z h

0

√
h− zdz

Dvs. resultatet er I =

Z t2

t1

Tdt = 1
3
m
p
2gh3(1 + α2) ≥ 1

3
m
p
2gh3

Integralet I har ekstremum (mindsteværdi) for α = 0, dvs. den hurtigste ud af de betragt-
ede baner, er det lodrette fald. Resultatet kan uden videre generaliseres til ogs̊a at gælde,
n̊ar alle andre mulige baner (H = mgh) inddrages.


