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Hamiltons beveegelsesligninger
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Lagrangesfunktionen: L = L(qy,...,q,,q1,---,G,,t) =T =V

med n uafhaengige generaliserede koordinater. Banen i konfigu-

rationsrummet bestemmes af n differentialligninger af 2. orden,
d (8L) 0L 0

dt\dq;/  0q;

med 2n begyndelsesbetingelser [veerdierne af q,(t,) og ¢;(t,)]-

Lagranges ligningerne:

I den Hamiltonske formulering er der 2n uathsengige koordinater:
(915-++»qnsP1y- -5 Dp), hvor p; er de generaliserede eller

oL

konjugerede bevaegelsesmaengder: p,; = 0.
d;

De sammenhgrende koordinater (g;,p,) betegnes kanoniske variable.
Systemets tidsudvikling bestemmes af 2n differentialligninger af
1. orden med 2n begyndelsesbetingelser, og er nu en kurve i det
2n-dimensionale faserum. Variabelskiftet (q;,q;,t) — (q;,p;,1),
hvor L(qy,.--,q,,Gys -+, qn,t) — H(qy,---,Q,,P1s---sDp,t)
skal foretages ved en Legendre transformation.
H er Hamiltonfunktionen som fgrer til Hamiltons bevagelses-

ligninger (2n differentialligninger af 1. orden).



Legendre transformation (i) -

Legendre transformation: Funktionen f(z) — g(u),

d
hvor u = u(x) = d—f eller df = udx, saledes at kendskab
T

til f(x) bibeholdes: g(u) = f(x) — x% = f(z(uw)) — uz(u)
= dg=df —udr —xdu=—xdu, x=ux(u)= —ZZZ—Z

[Vis at en Legendre transformation af g(u) — f(z).]

A\

x
Termodynamik:

. : oU oU
Den indre energi U = U(S,V), hvor dU =T dS — PdV eller T = 55 %8 P = 7

Legendre transformation mht. entropien = Helmholtz fri energi:

F:F(T,V):U—Sg—g:U—ST, dF = —SdT — PdV,

hvor T' og V' er uathasengige variable og F' indholder de samme informationer som U.

Legendre transformation af F(T, V') mht. volumen = Gibbs fri energi:

OF
G:G(T,P):F—VW:F—FPV, dG = —-SdT' + VdP,
hvor T' og P er uathaengige variable og G indholder de samme informationer som F' og U.



Legendre transformation (ii)

Analytisk mekanik:

OL n OL - OL gt

dq; ' 04 ot

(Bemaerk at her, som i laerebogen, benyttes Einstein konventionen, at der summeres over
~ a;b,. Hvis der ikke skal summeres ma man eksplicit ggre

gentagne indices: a;b, = ).
opmaerksom pa det, se bemarkningen til ligning (8.2) i bogen.)

Lagrangefunktionen L = L(q,q,t), hvor dL =

=1

0L(q,q,t
Indfgres den generaliserede bevaegelsesmaengde p, = % og benyttes Lagranges
4q;
d (OL oL OL OL
I —( )— =p—— =0  fi dL = p,dq; + p,dd; + —dt
igninger: (5 ) = 5 =P~ 5, as pidg; +p;dd; + —,
. OL

Legendre transformation af Lagrangefunktionen: G = G(q, p,t) = L — qZ% =L —q,p,,

Hamiltonfunktionen er deﬁneret som:

H = H(q,p,? Z ¢p;—L=gp,—L=-G =
: . : . OL
dH = ¢;dp; + p;dq; — dL = ¢;dp; — p;dq; — Edt
Hamilt 1 Lo Lioni . OH . oOH OL OH
(0] amiitons ranoniske 11gn1nger: = — L= — - =

2n beveegelsesligninger (4 1, hvis L atheenger eksplicit af t).

Desuden fas fra det totale differential dH, at

dH . dp, .dg OLdt .. .. 0L 9L dH OH

at  Bgr TP T o qr T WP T Pi%i T gy ot % Ta T ot
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Hamiltonfunktionen -

oL

~L=H
04

Ligning (2.53) “Jacobis integral”: h(qy,...,q,,d1,---,4,,t) = g,
OL

Hvis — = 0 er Jacobis integral og Hamitonfunktionen bevaret,

og hvis V' ikke afheenger af ¢;, og T' er en homogen funktion af 2. gradi ¢, =

L T
H:qipi—L:qig—q.—L:qigq. —(T-V)=2T-(T-V)=T+V =F

(2

Generelt:
1) Veelg n generaliserede koordinater q = ¢4, ...,q, og opstil L = L(q,q,t) =T — V.

oL
.2).
5, (&2

2) Find de konjugerede bevaegelsesmaengder p, = p;(q, q,t) =

3) Opstil Hamiltonfunktionen H = ¢,p, — L.
4) Inverter (8.2) og bestem ¢, = ¢,(q, p, t).
5) Benyt dette udtryk til at eliminere ¢, fra H opstillet i punkt 3) = H = H(q, p, t).

I mange tilfzelde:

1) L=Ly(q,t)+a(aq,t)a+3aM(q,t)g
2) p=a+Mq

3) H=4qp-L=p4q-1L

4 q=M'(p-a)

5) H(q,p,t)=5(B-8)M '(p—-a)—L,



Eksempler pa Hamiltonfunktioner (i)

Eksempel 1: En partikel med masse m i et sfeerisk potential: V' =V (r),
hvor r = (z,y,2) = (rcos ¢sin®, rsin¢siné, r cos )

Benyttes de seedvanlige kartesiske koordinater fas

L=T-V=1im(@?+§+2%) -V (V2 + 17 + 22) = Ly(q,t) +a(q, )a+ 5 d M(q, ) &,

hvor L,=-V, a=0, M=mI = M ‘'=m"1I

px :mdj7 py :my7 pz :mZ
~ e\ 1 p2
H(q,p,t) = 5 (B—8) M (p—2a)~ Lo = 5—(p} +p, +p2) +V(V2® +y° + 22) = o4V
OH . OH P . OV

, = — = €T , z — - = }T‘$
Op; Ps d0q; m’ ox

Veelges de sfeeriske koordinater (r, 0, ¢) som generaliserede koordinater fas:

Hamiltons ligninger: ¢, =

L=T-V=T="m(#2+9*+22) =V = Lm(7? + r20% + r2sin® 0 ¢*) — V(r), eller

. (m 0 0 _ L (10 0
Ly=-V(r), a=0, M=|0 mr? 0 = M'==-10 r?2 0
0 0 mr?sin®f A0 0 (rsing)2
pr = (Mq)l = mf, Py = (MQ)Q = mr?0, Dy = (MQ)?) = mr?sin? f¢

N o 1 2 2
H(q,p,t) =3 (-8 M 1(pa)Lo_<Pi+—9+ >+V(r)

2m r2  r2gin®0



8.6
Eksempler pa Hamiltonfunktioner (ii)

Eksempel 2: Partikel med masse m og ladning ¢ i et elektromagnetisk felt, ligning (1.63):
L=T-U= %mv2 — q¢ + qA - v. Benyttes kartesiske koordinater (z,,x,,z5) fas:

L= %m T;2; —qod + qA;x;,, p; = ({)-L =max; + qA, eller z; = —(p,é — qAZ-) =
1 PP " 1
H=i;p; = L= —(pi = qAi)pi = 5m—3(pi — ¢4:) (pi — ¢A;) + 96 — 9Ai—(p; — 44;)
_ 1 _ (p—qA)2 1 2
H = %(pz _qArL') (pz' _in> +q¢ = T-qub (— 5Mu -|-qu)

H er den totale energi T'+ V', hvor V' = q¢ er partiklens potentielle energi. H # T + U,
hvor U er den generaliserede, hastighedsathaengige potentielle energi der bestemmer L. Det
magnetiske felt B = V x A pavirker partiklens bane (optraeder i bevaegelsesligningerne),
men ikke den totale energi.

<R

Eksempel 3: Symplektisk notation, 2n x 2n ortogonal matrix: J= (_01 (1)) , Tl =

(0 og 1 er 0- og enhedsmatricen i n dimensioner).

Indfgres n;, = ¢;, ,.,, =p; (1 =1,2,...,n) kan Hamiltons ligninger
. _OH .  0H
q4; = Bp; by = g,

=0
omformes til 1= J I eksempelvis for 2 koordinatvariable:
n

0 0O 1 0 —P1 Q1
on -1 0 0 0 Q1 D1
0O -1 0 O qo D2



8.7
Bevarelsesseetninger og symmetrier

At g, er en cyklisk koordinat, betyder at L er uatheengig af ¢;. Er dette tilfeelde fas:

0o_4oL oL doL _d . OH
T dtdg; g  dtog attt  PiT T

i) L kan erstattes med H i definitionen af en cyklisk koordinat.
ii) p; er en bevegelseskonstant nar ¢; er en cyklisk koordinat.

Systemet har en “translationssymmetri” nar g, — ¢, + dq; ikke endrer de fysiske forhold
= V og T og dermed H =T + V uatheengig af g; eller g; er en cyklisk koordinat.
iii) Translationssymmetri mht. q; medfgrer, at g; er en cyklisk koordinat og p; er bevaret.

dH _OH . OH . OH _ ... .. OH OH __ 0L

iv) Afthaenger H ikke eksplicit af ¢t er H en bevaegelseskonstant.
v) I de “fleste tilfzelde” er H den totale energi.

Bindingerne og dermed transformationen r — q ma ikke afhasenge eksplicit af t. I modsat
fald kan man ved passende valg af generaliserede koordinater opna, at H er den totale
energi, som ikke er bevaret eller at H er bevaret men ikke er den totale energi (se nzeste
eksempel).



Eksempel med tidsatheengig binding

x,‘_i Generaliserede koordinat er den absolute koordinat z:
m h Z :é:L(a;, i, QL: T -V =1mi® - Lk(z — vyt)?
;\_J_._l—ig—r —<—,)——:mfi‘+k<$—vot>=0
0O0—00 di\gE/ Oz )
-—x——| Pp=—T=mr = IT=—
0T m
: P P2 s p? 2
H=H(zpt)=dp—L="p- %m<g) + 1k(z—vot)” = %—I—%k(x—vot) =T+V
. OH p 0OH OH oL
xza—p:E, p:—az—k(:c—vot), E:—Ez—kvo(x—vot)

H er den totale energi, som her er tidsafhaengig.

Generaliserede koordinat er den relative koordinat ' = x — vyt og &’ = & — vy:

oL
L=L(\@t) =T -V =1im(i +v,)" — 1k(z')? = p = oy = ma +mu
xXr
H=H('p't) =i'p' - L= (p—/ — oo — 2L 4 1y
</>2, 7 (77} 0 2m 2
b p — mu
H =" —uop + 5h(')? = 20 4 fk(a!)? — g
g1 _pv -, OH_ ., O0H_ 0L _ |,
T oy om0 P T T TR ey T T e T

H er ikke leengere den totale energi, men er bevaret i tid.

Bemark at bevaegelsesligningen er den samme i de to tilfeelde: m& = mi’ = —ka’
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. . . . . . 8.9
Variationsregning og Hamiltons ligninger
to
Hamiltons princip: 61 = ¢ L(q,q,t)dt =0 = Lagranges n ligninger.
t1
Variation af bane i konfigurationsrummet, hvor q(t;) og q(¢,) har fastholdte veerdier.
t2 t2
Hamiltons modificerede princip: 6l =4[ f(q,q,p,p,t)dt =9 (piqi —H(q, p, t))dt = 0.
t]_ tl
Variation af bane i faserummet, hvor bade q(t;) og p(¢,) samt q(¢,) og p(t,) har fastholdte
veaerdier, fgrer til Hamiltons 2n ligninger:

of of . O(—H) . OH
T dt T oq. PiT = =1,2,.
O dt (8%) 8q] p] 6q] = pJ aq] ) (] ) Ay n)
of of . OH . 0H _
Det er ikke ngdvendigt at fastholde veerdierne af p,(t,) og p;(t, )f fordi 1ntegrat10nsleddet
Opj |

= (0 under alle

i udledelsen af Euler-Lagrange variationsregnings-resultatet,

p; da It
omsteendigheder, fordi f ikke atheenger eksplicit af p,.

tg t2 d
) L(q,q,t)dt = 5/ (L(q, q,t)+ p —g(q, ))dt =0 = usndret Lagranges ligninger.
t1

t1

to . 5 . d
5 /t | (pid; — H(a,p,1) ) dt = 6 /t | (pids — H(a,p,t) - SGla,p,t))dt =0 =

uzendret Hamiltons ligninger, men kun hvis veerdierne af p; er fastholdte i endepunkterne
(bemeerk at hvis G athaenger af p,, s optraeder p; i den absolutte tidsafledede af G).

to
Eksempelvis G = ¢,p;, = H=H + q,p; + ¢;p; og 5/ ( — Diq; — H)dt =0
ty



8.10
Mindste virkningers princip

A-variation af aktionsintegralet i konfigurationsrummet: g, (¢, a) = ¢;(t,0) + an,(t)

to to+Ato to
A/ Ldt = / L(a)dt - / DO, [n(t) 0, mi(ty) # 0]

t1 t1+At t1

tz t2
A / Ldt = L(ty)At, — L(t,)At, + / SLdt
tl tl

b2 t2 0L d OL OL |2
) d /t (8% 7 aqi)5qz + aq.zﬁqz ) 0+ p,0q )

6q;(tg) = n;(tg)da (B =1,2) og den totale sendring Ag,(t5+Atg) = dq;(t)+4q;(tg)Atg
to 2 2 2
A / Ldt = (LAt +p,dq;)| = (LAt — g, At + pAg)| = (p,Aq, — HAY) ]1
£y 1 1

2

Antagelser: H er bevaret, bade for « =0 og a # 0, og Ag;(t5 + Atg) =0 =

to 2
A/ Ldt = (p;Aq; — HAt)‘ = —H(At, — Aty). En direkte udregning giver
ty 1

to to t t
ty ty t1 t1
to
Mindste virkningers princip: A / p;q;dt =0
ty
Hvis definitionen af de generaliserede koordinater ikke afhaenger eksplicit af ¢:

to
ty

-2



h/2

4 Mindste virkningers princip:

8.11

[llustrerende eksempel

m Vi skal variere banen for et frit fald. — Antagelserne er
1) Ag;(tg) = 0, dvs. m begynder sin bane i (z,2) = (0,h) til t = ¢,
og slutter i (z,z) = (0,0) til ¢t = ¢,
2) De mulige baner er dem, hvor H = T + V er konstant, dvs. H = mgh
(begyndelseshastigheden er 0).
Dentkorrekte bane bestemmes ud fra “Mindste virkningers princip”:
a :3 A/tl Tdt =0, hvor T =im(a*+2*)=H -V =mg(h— z)

2a
h

Variationsbane: © = a(h—z) for h/2<z<h og x=azfor 0<z<h/2, a=
For disse baner er i = a?2%, 0 < z < hog T = tm(i* 4+ 2%) = tm(a® +1)2? = mg(h — 2)

2g(h — 2g(h — 2
= 3% = M eller 2 = — u . Benyttes dette fas
1+ a? 1+ a?
t 0 h 2 13 2\13 rh
2 dt 14+a® |2 g(1+ a?) 2/
I= Tdt = h—z)—dz = h—z) |——— | dz = = - Vh — zd
/tl /hmg( Ve /omg( Z)[zq(h—z)] ’ m[ 2 I

to
Dvs. resultatet er I = / Tdt = +m+/2gh3(1 + a2) > +m/2gh3
ty

Integralet I har ekstremum (mindsteveerdi) for o = 0, dvs. den hurtigste ud af de betragt-
ede baner, er det lodrette fald. Resultatet kan uden videre generaliseres til ogsa at geelde,
nar alle andre mulige baner (H = mgh) inddrages.



