Hamiltons princip -

Konfigurationsrum
4 43

Et systems bane (i konfigurationsrummet) fra ¢; til ¢, er bestemt,

to
tl\/\ af, at “aktionsintegralet” I = / L dt har en stationser veerdi.
t t1

2

T

q;

qs

(i) Systemet skal vaere “monogenisk”, dvs. alle kreefter (eksklusivt bindingskreefter) skal
vaere bestemt ved et generaliseret skaleert potentiale V.=V (qy,...,q,,d1,---,4,, 1)

(ii) L er Lagrangefunktionen L = L(qy,...,q,,d1,---,4,,t) =T —V.

(iii) At aktionsintegralet er stationaert betyder, at det er ekstremalt eller at integrales “vari-
ation” er O:

to
5[25/ L(qyy-3G,,G1s---5q,,t)dt =0
t1

(iv) Vi skal vise, at Lagranges ligninger <«  Hamiltons princip.



2.2

Variationsregning (Euler-Lagrange) (i)

d
Stationager veerdi af / f(x, &, t)dt, x = x(t), i=
Variation af z(t): = — z(t, ) ) + an(t), med bibetingelse n(t,) = 0 og n(t,) = 0.
to d
J(a) = / f(z(t, @), &t a), )dt og en stationaer veerdi af J < ( J)
ty

do
to .
d_‘] — / (8f O + of 8x)dt. Delvis integration af sidste led:
t
tQQG_xd B 2 0f 82mdt Of Ox |t
dJ B 2 r0f Ox of B 2 0f dof
= (@)OAZO B /tl {%8_06 - _((951;)(904}04 Odt - /tl (% B E%) dt
Skal gzelde for vilkarligt 7(t), dvs. §J = (‘U) fa=0 < ﬁ__(ﬁ)

do Ox 0o 0% O«
of of
;, 0 Oa ¢ 0% dadt 0% dacley, /t1 dt (%) 8ad /t1 dt (%) 8ad
da ox 0zt

to
To variable: J:/ f(xy, xy, &y, Ty, t)dt

£y 2y (b a) = 2y (1) - amy(8), 2y o 2(ta) = 25(t) + any(t)

dJ o k2 (9f 8331 8f 81131 (9f 85132 8f 811?2
do _/t (83:1 oo + 011 O« + 0xy Oc + 019 O )dt og dermed

t2
<Z_i)a=0 - /t Kg—ai - %gai)”l * ((% - %g—é)%}dt =0

som umiddelbart kan generaliseres til et vilkarligt antal (uathaengige) variable.




2.3

Variationsregning (Euler-Lagrange) (ii)

of d of

i=1,2,....n

5J—5/ flaxy, ... x,,&qy...,&,,t)dt =0

Eksempel (i): Korteste afstand mellem to punkter (0,0) og (a b) i planen
Kvadratet pa den differentielle buelzengde: (ds)? = (dz)? + (dy)?. For den parametriske

kurve (z,y) = (z(t),y(t)) gelder (ﬁf = (d_x)Q + <@)2 eller s = (%) ;2 V2 + g2dt,

dt dt dt
. . of of T d T
=2 +9?, ==0, - = , Is=0 = O——<—>=
F=VERE 5,20 %= Jmrg AN
eller ———_ — c, og tilsvarende Y =c, = Y=o, o= ©

Antages y = y(z) fas at y = 3/ ()4 og dermed at y'(z) = a. Lgsningen er den rette linie

1+ (y’)Qm'dt’ = ./Oa de‘ = Va2 + b2

b
y(m)z@:ﬁ%—ﬁzam = 5=

to
Eksempel (ii): Hamiltons princip = §I = 5/ L(qyy---3q,,G1s---5q,,t)dt =0
t

oL d oL 0
dq; dtdg

& Lagrange ligninger: 1=1,2,...,n



Lagrange-multiplikatorer

At finde ekstremum af F(z,y) med bibetingelsen f(x,y) = 0 er analogt til at bestemme
ekstremum af G(z,y) = F(x,y) + Af(z,y), hvor z og y er uafthsengige variable. \ kaldes for
en “Lagrange-multiplikator” ((@velse).

Generaliseret til mange variable kan Lagrange-multiplikatorer benyttes til at bestemme de
generaliserede bindingskrafter svarende til en eller flere (m) bindinger:

L=T -V =L(q,---,y4,,G1s -Gy, 1)

fo=7Fa(a1,---5q,,t) =0 (a=1,...,m).

m 12}
Indfgres L = L + Z A.f, kan Hamiltons princip benyttes: dJ=0 [ Ldt =0,

a=1 tl
L afhanger af n — m uathaengige og m athaengige koordinater, mens alle n variable skal

antages uafhaengige i L. Metoden er kun anvendelig for (semi-)holonomiske bindinger.

De n Lagrangeligninger, udledt fra variationsprincippet 6J = 0, samt de m betingelser
fo = 0 giver en bestemmelse af de n generaliserede koordinater ¢;(t) samt de m Lagrange-
multiplikatorer A (¢), hvor A\, (t) bestemmer de n komponenter af bindingskraefterne Qf (t):

d (0L OL d (O(L—-CL (L — L “ 0fa

o =L (2oL Qf:_(g)_gzzki

77 dt\dg; ) Bg, Todt\ g 9g; dg;
Alle virkninger af andre (patrykte 4+ andre bindings-) kreefter er medtaget i L =T —V, og
Qf er derfor bindingskreefterne fra de m bindinger. — Bemeerk, at kravet om at det virtuelle

arbejde af bindingskraefterne er 0 skal stadigvaek veere opfyldt, > i Q;.c dg; = 0.

2.4



2.9

Eksempel: Rulning pa skraplan

(I) Newton:

(i) M& = Mgsing — F

(ii) Mr26 = Fr  (moment om O)
Ring: iii) Rulning x = r0
masse M :>f13:%gsincb, F:%Mgsirub
radius 7

(IT) Lagrange (generaliserede koordinater z, 0):

Mg L=T-V=1Mi*+ IMr?0? — (—Mgzsin¢)
b Binding: f(z,0) =z —rf =0 =

Bindingen eliminerer én variabel (rf = &):
L=L(z,z,t) = M2? + Mgxsin ¢ =

d /0L oL

— () - == =2M% — Mgsing =0
dt<8¢) oz T = Mgsing
(ITT) Lagrange-multiplikator:

L =L+ =L1Mi?+ 1Mr?0% + Mgzsing + Az — r0)

d 0Ly 9L . . B _\9F _
(=) - 22 = M2 — 9y
dt(ae) 50 Mr=6 + \r =0, Qy 50 r

Indszettes f(z,0) = 0, eller rf = &
= d}:%gsincb, AzMi—MgSiﬂ(b:—%Mgsinqb:—F



Bevarelsessaetninger og symmetrier 2.6

oL 0T 0

Hvis V ikke afheenger af r; er 9%, = %, = 9 [Z %mj (g;? + yf + 232)} = m,&;, = p,,

j oL
Den generaliserede bevegelsesmangde p,; svarende til koordinaten g; defineres som: p; = e

4;
For partikler med ladninger e, er V' (generaliseret) hastighedsathaengig og p,, # m,%,:
. . OL :

L= Z ijri —;¢(r;) +¢;A(r;) - rj} = Pip = op, i +eA,

At L Jer cyklisk mht. koordinaten g;, eller at g; er en cyklisk koordinat, betyder at L er
uatheengig af ¢;. Er dette tilfeelde fas:
_d40oL oL _doL_d . eller —konstantnéra—L—O
Den generaliserede bevaegelsesmaengde af en cyklisk (uathaengig) koordinat er bevaret.
For ladede partikler er p, (ikke m,I;) bevaret, hvis ¢ og A er uatheengige af r (og A # 0).

Cykliske koordinater kan identificeres ved symmetribetragtninger:

Systemet har en “translationssymmetri” nar g; — g, +dq; ikke sendrer de fysiske forhold =
V og T og dermed L uathaengig af g; eller g; er en cyklisk koordinat.
Translationssymmetri mht. ¢; medfgrer at p, er bevaret.

En—partikel eksempler: V' er konstant langs x: L cyklisk mht. = og p, er bevaret.
V rotationssymmetrisk om 2: L er cyklisk mht. ¢ ogpy = L, = (rxp). = mr2 ¢ er bevaret.

N partikler: V (r) uatheengig af x: R, er en cyklisk koordinat og P, = M Rm er konstant.



Eksempler pa translation (i) *

For et konservativt system (V' er uafheengig ¢;)

P, = oL _ or og ifl. Lagranges ligninger p. oL _oT oV _OoT
J 6% aQJ ! 8qj an 6qj aqj

ndq Antag, at q, — q, + dq,, svarer til en translation af
° systemet, dvs. at alle stedvektorer sendres med ndq,,,
hvor o er et bestemt indeks og n er en konstant vektor:

or; . (o +dga) —1ri(ga) ndg,
= lim = =n
r; (qa + dqa) 8(]04 dqo—0 dQQ an

Q. ZF 8q ZF -n=F-n se (1.49)

or 0 0 i or;
pazﬁqa:aq_a(%;mifg) Zmr i —;mivi Y—n. va =n-P
Hvis bindingerne ikke athsenger eksphclt af t:

or; Or
Z Qe My, Zmlaql'.ﬁ—q;’ se (1.72)

6Mzk _ Zm ( 6 I (‘31‘1 61‘1 (‘32rl

+ ) 0 idet Or; n er konstant
- . =0, i — = )
Oqa ‘\N0gi0qn Oqr  0qi 0qrOqa 0qa

oT
T er uatheengig af g, og dermed p, = o +Q, = Q..

o

Hvis V(q,)=V(g,+dq,) = Q,=0 og p,, €r en bevaegelseskonstant.



Eksempler pa translation (ii) 0

For et konservativt system (V' er uafheengig ¢;)
» oL 0T og ifl. L ’ oL 0T oV oT
L= — ifl. Lagranges ligninger p = — =

1T 8 0dy 77 9q; ~ 0g; Dg; Oy
q, — q, + dg, svarer til en rotation af systemet:
Alle stedvektorer drejes vinklen |n|dg, om n, hvor

a er et bestemt indeks, og n er en konstant vektor.

ri(qa + dqa) - ri(qa> + [1’1 X ri(qa)]dqa
eller g;: =nxr,
or;
Q. = F,-— = F, nxr;,=n r, xF.=n-N
Z 0qa Z Z

pa:8. aqa( Zmz )z mzrza va ‘nXxr, —anxmv n-L

0qa

Hvis bindingerne ikke athsenger eksplicit af ¢:
81‘1 81‘1

Z ik Qi Mik:;mlaqi'g_qka

8Mzk o 821‘1 8rl (91'1 821‘1 o 81‘,
040 2 m <3qz~3qa Oqx i Dy 3qk0qa> B Zml <n * 9q; g * oq;, " oqy

T
T er uatheengig af g, og dermed p, = 37 +Q, = Qa-

Hvis V(g,)=V(q,+dq,) = Q,=0 og p,, er en bevaegelseskonstant.



Jacobis integral og energibevarelse +

Ld L dq L L d OL
Z 0 qJ Z 0 qJ og Lagranges ligninger g—% = ES—%
OL 6L dq] OL OL OL
) Zdt< LRDI il Z%(a_%)JFE =
. : : : : . OL
“Jacobis integral” eller * energlfunktlonen s h(qy, -y Qs ey Gy, t) = Z qjﬁ_' — L
: q;
dh OL J
opfylder relationen — = ———, dvs. athaenger L ikke eksplicit af ¢ er Jacobis integral bevaret.
dt t

h er i mange tilfeelde den totale energi af systemet. Det er tilfeeldet, hvis V' ikke afhsenger
af g;, og T er kvadratisk eller en homogen funktion af 2. gradi¢; =

h = Zq]p] L= qu—— —Zq] (T-V)=2T—-(T-V)=T+V=E
[Homogen funktion afnte grad: f(Tasl,T:L’2,... Tx,) = 7" f(T),T9,...,T,) =

P Of(xy,To,...,T

sz’ S 8?1: p) =n f(z,,Zy,...,2,) (Eulers teorem, gvelse).|

i=1 i

For en ladet partikel fas: L = t+mi? — g¢(r) + gA(r) - F, p, =mi+qA,,

h = &ps + ypy + 2p. — L
= &(ma+qA,)+y(my+qA,)+2(mi+qA,)—sm(i®+9> +2*)+qop—q(A, 2+ A Y+ A %)
=im(2? + 9> +2%) +qp=T+qp=E

(det magnetiske felt udfgrer intet arbejde, idet F 5 = qv x B er vinkelret pa dr = vdt).

o0F dh dE
Benyttes Rayleighs dissipation F = $kv? fas Q, = _8_ & = = —2F



