
10.1Hamilton—Jacobi teori (i)

Kanonisk transformation fra (q,p) =
¡
q(t),p(t)

¢
til (Q,P) =

³
Q(q0,p0),P(q0,p0)

´
,

hvor q0 = q(0) og p0 = p(0).

H = H(q,p, t) 7→ K = K(q0,p0, t) = 0 (konstant) ⇒
∂K

∂Pi
= Q̇i = 0,

∂K

∂Qi
= −Ṗi = 0.

K = 0 og K = H +
∂F

∂t
⇒ H(q,p, t) +

∂F

∂t
= 0

F = F2(q,P, t)−QiPi ⇒ Qi =
∂F2
∂Pi

, pi =
∂F2
∂qi

,
∂F

∂t
=
∂F2
∂t

eller

Hamilton—Jacobi ligningen: H
³
q1, . . . , qn,

∂F2
∂q1

, . . . ,
∂F2
∂qn

, t
´
+
∂F2
∂t

= 0

Første-ordens partiel differential ligning i n+1 variable q1, . . . , qn, t. Bemærk at ligningen
ikke involverer F2’s afhængighed af de n konstante komponenter af P. En løsning til
differentialligningen, F2 = S = Hamiltons principale funktion er specificeret ved n + 1
integrationskonstanter α1, . . . ,αn+1, hvoraf én er en triviel additiv konstant:

F2 = S(q1, . . . , qn,α1, . . . ,αn, t) + αn+1 og vælges αi = Pi (i = 1, . . . , n) f̊as

Qi =
∂F2
∂Pi

=
∂S(q,α, t)

∂αi
= βi ⇒ qi = qi(β,α, t) = qi

³
Q(q0,p0),P(q0,p0), t

´
pi =

∂F2
∂qi

=
∂S(q,α, t)

∂qi
= pi(q,α, t) = pi

¡
q(β,α, t),α, t

¢
.
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Hamilton—Jacobi ligningen: H
³
q,
∂S

∂q
, t
´
+
∂S

∂t
= 0 ⇒ S = S(q,α, t)

dS

dt
=

∂S

∂qi
q̇i +

∂S

∂t
= piq̇i +

∂S

∂t
= piq̇i −H = L

S =

Z t

t1

L(t0) dt0 ⇒ δS(t2) = 0 ⇒ Lagrangeligningerne

I tilfældet
∂H

∂t
= 0 er H en bevægelseskonstant, H = E, og dermed

∂S

∂t
= −E ⇒ S(q,α, t) =W (q,α)−E t (W : Hamiltons karakteristiske funktion)

pi =
∂S

∂qi
=
∂W

∂qi
⇒ dW (q,α)

dt
=
∂W

∂qi
q̇i = piq̇i eller

W =

Z t

t1

piq̇idt
0 =

Z q(t)

q(t1)

pidqi (virkningsintegralet)

Klassisk mekanik ↔ Kvantemekanik:

pj =
∂S

∂qj
↔ p̂j =

~
i

∂

∂qj
⇒ [q̂j , p̂k] = i~ δjk

H
³
q,
∂S

∂q
, t
´
= −∂S

∂t
↔ H

³
q,
~
i

∂

∂q
, t
´
ψ = −~

i

∂ψ

∂t
(tidsafhængige Schrödingerligning)

H
³
q,
∂S

∂q

´
= E ↔ H

³
q,
~
i

∂

∂q

´
ψ = Eψ (tidsuafhængige Schrödingerligning)
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H =
1

2m

¡
p2 +m2ω2q2

¢
= E, ω =

r
k

m
,

∂H

∂t
= 0, H = T + V = E

Hamilton-Jacobi ligning, S =W −E t: H
³
q,
∂W

∂q

´
= E eller

1

2m

∙³∂W
∂q

´2
+(mωq)2

¸
= E ⇒ W =W (q,α) =W (q, E) = ±

Z p
2mE − (mωq)2 dq

E er integrationskonstanten α, udover den “trivielle” additive konstant (αn+1):

P = α = E, Q =
∂S

∂α
=
∂W

∂E
− t = −t±

Z
mdqp

2mE − (mωq)2
eller

Q+ t = ±
r
m

2E

Z
dqq

1− mω2q2

2E

= ± 1
ω

Z
du√
1− u2

, u = q

r
mω2

2E
⇒

t+Q = ± 1
ω
arcsin

Ã
q

r
mω2

2E

!
⇒ q =

r
2E

mω2
sin
¡
ωt+ β), Q =

β

ω

p =
∂S

∂q
= ±

p
2mE − (mωq)2 = ±

√
2mE

q
1− sin2(ωt+ β) =

√
2mE cos(ωt+ β)

[(Q,P ) =
¡
β/ω, E

¢
7→
¡
β, E/ω), hvis vi havde valgt integrationskonstanten α = P = E/ω.

Øvelse: Hvad er den ikke-trivielle forskel mellem denne kanoniske transformation og den
der blev anvendt i afsnit 9.3?]
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Indsættes q0 = q(0) =

r
2E

mω2
sinβ, p0 = p(0) =

√
2Em cosβ f̊as

P = P (q0, p0) = E =
p20
2m

+ 1
2
mω2q20 , Q = Q(q0, p0) =

β

ω
=
1

ω
Arctan

µ
mωq0
p0

¶
Fortegnene for q og p er et konsistent valg og svarer til at benytte ±| cos(ωt + β)| =
cos(ωt+ β) i udtrykket for W :

W = ±
Z p

2mE − (mωq)2 dq = ±
Z q

2mE
£
1− sin2(ωt+ β)

¤r 2E

mω2
d
£
sin(ωt+ β)

¤
=
2E

ω

Z
cos(ωt+ β)d

£
sin(ωt+ β)

¤
= 2E

Z
cos2(ωt+ β)dt ⇒

S =W −E t = 2E
Z £

cos2(ωt+ β)− 1
2

¤
dt

Lagrangefunktionen kan omskrives som følger:

L = T − V = p2

2m
− 1

2
mω2q2 = E cos2(ωt+ β)− E sin2(ωt+ β) = 2E

£
cos2(ωt+ β)− 1

2

¤
Dermed ses at resultatet for S er i overensstemmelse med at S =

Z
Ldt.

For en oscillator i s dimensioner er H =
1

2m

sX
k=1

h
p2k + (mωkqk)

2
i

og de variable kan

separeres i Hamilton—Jacobi differentialligningen: W =W1(q1,α1) +W2(q2,α2) + · · ·
1

2m

sX
k=1

∙³∂W
∂qk

´2
+ (mωkqk)

2

¸
= E ⇒

³∂Wk

∂qk

´2
+ (mωkqk)

2 = 2mEk, E =
X
k

Ek


