Hamilton—Jacobi teori (i) o

Kanonisk transformation fra (q, p) = (q(t), p(¢)) til (Q,P) = (Q(qo,po),P(qo,po)),
hvor q, = q(0) og py = p(0).
0K

H =H(q,p,t) — K = K(qy,Py,t) = 0 (konstant) = gg =Q, =0, 90, ~ —P, =0.
KzOOgK:H—I—%—}Z = H(q,p,t)—l—%—sz

F=F(q,P,t)-Q;FP, = Q;= g—};ja p; = %Zj 3 %f = 8;;2 eller
Hamilton—Jacobi ligningen: H(ql, ey Qs 2—512, e g—i, ) % =0
Fgrste-ordens partiel differential ligning i n+ 1 variable ¢4, ...,q,,,t. Bemzerk at ligningen

ikke involverer F,’s athsengighed af de n konstante komponenter af P. En lgsning til
differentialligningen, F, = S = Hamiltons principale funktion er specificeret ved n + 1
integrationskonstanter o, ..., a,_ ;, hvoraf én er en triviel additiv konstant:

F,=8(q1,---,q,,0q,-..,0,,t) +a, ; ogvelges o, =P (i=1,...,n) fas
OF: 0S(q, o, t
Q; = 8P2- = <30¢~ ) =6, = ¢, =q(B,a,t) =g (Q(q07p0)7P(q07p0)7t)

_OF, _0S(q,ot) -
i dq; 0q; = pi(a, e t) = p; (Q<,3>Oé,t),a,t).
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0S t) 0S

Hamilton—Jacobi ligningen: H (q, 79’ s
q

=0 = S=5(qat)

dS (95 oS 0S :
it~ oglit e TRt g TG H=1L

S = / " = 6S(t,) =0 = Lagrangeligningerne

I tilfeeldet —— = 0 er H en beveegelseskonstant, H = F, og dermed

8t
oS : - :
—=—-F = S(q,o,t)=W(q,a)—Et (W: Hamiltons karakteristiske funktion)

ot
oS oW dW(q, o) OW

b= dq;  Og dt 0q; &

= p;q; eller

t a(t)
W= [ pigdt = / p,;dq; (virkningsintegralet)
q

t1 (t1)

Klassisk mekanik ~ Kvantemekanik:
05 s s
Pj = dq; b; = i 0, Qs D
05 05 ho h O
Hlq,—,t) = —— H _ oy : 1 ..
(q, oq’ ) o (q, ) Y = ot (tidsatheengige Schrodingerligning)
9 ho
H (q, 3_z> E < H (q, —.—) Y = Ev (tidsuatheengige Schrodingerligning)
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1 k 0H

=5 —(p* + m*w?q®) = E, w —, 5 0, H=T+V=F

: e ow
Hamilton-Jacobi ligning, S =W — Et: H (q, 5 ) =F eller

q
1 OW \ 2 2 2
o | (g ) Hmwa?| =B = W=W(g0)=W(eE) =+ [ VomB ~ (muwq)? dg
E er integrationskonstanten a, udover den “trivielle” additive konstant (v, ;):
P=a=F, Q:a—sza—w—t——ti/ eller
doe  OF V2mE — (mwq)?

mw?

— :t — R
\l 2E / / mw? q /\/ 1 — ’u,2 Y q 2E
1 2 | 2F
t—}—Q::f:— arcsin q me = q = sin (wt_f_ﬁ), Q: ﬁ
w 2F mw? w

D _% = j:\/QmE (mwq)? = £v2m \/1 — sin? (wt + B) = v 2mE cos(wt + B3)

(@, P) = (ﬁ/w, E) (ﬁ, E /w), hvis vi havde valgt integrationskonstanten « = P = E /w.
(Dvelse: Hvad er den ikke-trivielle forskel mellem denne kanoniske transformation og den

der blev anvendt i afsnit 9.37]

Q+t=+
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2F
mw?

Indsaettes ¢, = q(0) = sinf3, p, =p(0) =vV2Emcosf fas

2
P I6] 1 mwqo
P =Plg,py) = B =52 +3mw’q,  Q=0Q(g,pp) = = —Arctan ( o )

Fortegnene for q og p er et konsistent valg og svarer til at benytte +|cos(wt + 3)| =
cos(wt + ) 1 udtrykket for W:

W =+ /\/QmE — (mwq)?dq = :t/\/QmE[l — sin?(wt + ﬁ)] \/ nifzd[Sin(Wt + 5)}

= % /cos(wt + B)d[sin(wt + 8)] = 2E /cos2 (wt+ B)dt =

S:W—EtIQE/[COSQ(wt-Fﬁ)—%]dt

Lagrangefunktionen kan omskrives som fglger:
2

L=T-V= ;—m — tmw?q® = E cos?(wt + B) — Esin®(wt + §) = 2E| cos®(wt + ) — 3]

Dermed ses at resultatet for S er i overensstemmelse med at S = / Ldt.

S

For en oscillator i s dimensioner er H = o Z {p,%. + (mwqu)ﬂ og de variable kan
m

separeres i Hamilton—Jacobi differentialligningen: W = W, (g, ;) + W5(qy, a5) + - - -

1 [ OW2 oWy \ 2
[(8—%) +<mkak>2] =b = (8q:) + (mwygi)? = 2mE;, E:;Ek

2m
k=1



