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Classical Mechanics (3. edition)
by Goldstein, Poole & Safko

Mekanisk bevaegelse af en partikel: Newtons anden lov

dr - dp .
= — = mV = — =
dt) p Y p

v dt

Bevarelsesteorem for en partikels bevaegelsesmaengde: Hvis den totale kraft F' = 0,
sa er p = 0 og bevaegelsesmaengden (linear momentum) p er bevaret.

Bevaegelsesmaengdemomentet (impulsmomentet) af en partikel og kraftmomentet (torque)
mht. O defineres henholdsvis, som

L=rxp, N=rxF

og en omskrivning af Newtons anden lov giver:

d d .
N=rx —p=—(rxp)=L
rx - p=_(rxp)
Bevarelsessaetning for en partikels beveegelsesmeengdemoment: Hvis det totale kraft-
moment N = 0, sa er L = 0 og bevaegelsesmangdemomentet (angular momentum)

L er bevaret.



Newtons 2. lov pa integreret form

Den ydre krafts arbejde (nar m er konstant):

’ ?odv Po1ld o, 1 2 _ .2
1 t1 t1

hvor T' = mwv? er den kinetiske energi.

Hvis kraftfeltet er konservativt fas: (ds = dr)

%F-ds:O & F=-VV(r) = F-ds:—VV-ds:—%—‘S/-ds:—dV

hvor V(r) er den potentielle energi, og dermed

2 2
1 1

Den totale energi, som er summen af den kinetiske og den potentielle energi T'+ V', er

bevaret for en partikel i et konservativt kraftfelt.
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System af mange partikler (i)
Loven om aktion og reaktion
(i) F,+F;,=0 (svag)

(ii) F;; + F;; =0 A r;; x F,; = 0 (steerk)

P=>p = (F7+Y F,) = ZF@ = F©
7 7 7

Z mlrl
Z m;

Totale masse M = Z m, og massemidtpunkt R =

1

L—%Zr X Pi = Zr X P, = Z(riXFz('e)—i_zj:riXFji):ZNfEe)EN(e)

(2

Indfgres relative koordmater r,=R+r,; v,=v+v, v=R] fas
d
_ / r ;o ;o
Zmiri = ZmiR—l— Zmiri = Zmiri =0 og Zmivi = EZmiri =0
og dermed

L =Zmi(R—|—r;) X (V—I—V;)

:szvzmi—i—Zmir;xv—i—RXZmiV;—FZmiI‘;XV;:RXP‘FZI{L‘
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System af mange partikler (ii)
Wy, = zi:[?Fi-dsi - Z/tt M, - vdt = Z/tt % (tmv?) dt =T, — T,

hvor den totale kinetiske energi er
T=2 gmad =3 gm(v V) (Vv = gMeP+ ) gm (o))’

Hvis de ydre Fge) og indre kreefter > . F; alle er konservative fas
F = -V,V, og F,;=-V,V,

)

Loven om aktion og reaktion (den steerke version) = V.,

J
= { = =ViVyi(ry) = =Vii(rs) Biys - By = j
Fij ==V, Vij(ri;) = =Vi;(ri;) 85 = =Vji(ry,) (=8;;) = —F;

/(Fji'dsi+Fij'dsj> = /Fji'd(si_sj) = _/V}Ii(rﬂ)fij'drij = _/Vifj(rij)drz‘j = _V;;j
Defineres den totale potentielle energi V=3, V,++ >, .V y er T)+V, =T,+V,

For et fast legeme (rigid body) er r;; konstant og V(1) = V,;(2)

(¥

V kan erstattes med ).V, (de 1ndre kreefter udfgrer intet arbejde).
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Bindinger (Constraints)

System af N partikler med holonomiske bindinger:

(i) f(ry,ry,...,r5n,t) =0 (t indgar: “rheonomous”)
(ii) f(ry,ry,...,ry) =0 (t indgar ikke: “scleronomous”)
Eks.:

(a) Fast legeme: (r; —r;)* —cj; = 0.
(b) Partikler bundet til at bevaege sig pa en overflade eller langs en kurve
(scleronomous, hvis den ikke bevaeger sig — i modsat fald: rheonomous).

Antallet af bevaegelsesligninger er 3N, og antallet af uafhaengige ligninger er 3N — k, hvis
der er k£ holonomiske bindinger:
Systemet har 3N —k frihedsgrader, som kan beskrives vha. 3N —k generaliserede koordinater

ry = rl(q17q27°°°7q3N—k7t) q; = ql(rl,r2,...,rN,t)

'y = I'N(Ch,(b? e 7QBN—knt) 3N — QBN—k(r17r27 o, Ty, t)

Bindingerne pavirker partikelsystemet med kraefter som ikke kendes pa forhand.

Ikke-holonomiske bindinger: Udtryk som benytter ulighedstegn, eller differentielle udtryk
der ikke kan integreres til en holonomisk ligning (se eksempel i laerebogen).
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D’Alemberts princip og Lagrangefunktionen (i)

Den totale kraft pa den ite partikel er FZ(.t) = FEO‘) +f, =D,

Antagelse: Det samlede virtuelle arbejde udfgrt af bindingskraefterne er 0: > . f, - dr, =0
or; er en virtuel differentiel forskydning af den ite partikel, der overholder bindingerne for
et fastholdt tidspunkt (6¢ = 0). Eksempel: normalkraften fra en overfladebinding udfgrer

intet arbejde nar partiklerne forskydes langs overfladen. Bemaerk at evt. gnidningskraefter
tangentielt til fladen er bibeholdt i F,Ea). I det dynamiske tilfselde fas:
F') =p,eller BV —p, =0 = ¥, (FY —p,) -or,= 3, (F” + £, —p,) - 0r, =0 =

D’Alemberts princip: i (F; —p;) - 0r; =0 (F, =F\")

Med k holonomiske bindingje:rlkan r, udtrykkes ved n = 3N — k generaliserede koordinater:

t =0 GG t) g =) 2_25%’ ViT Cil? T S_Z% +%'
j=1 j=1

Generaliserede kreaefter: ; F, or, = ; F,- Z(z 0q; = ; Q;0q; = Q; = EZ: Fi- g;;

b, - or, = Zmzrz : gz 5qj — Z {% (m,&rz . g;l) — m,T; - %(%)}5%

== 0f =i =40 =
dq;  Oq; & dq;  9q;  0Og;

p;-0r; = Z [% (mzvzg:]’; ) _mivi'g‘q/jaqj - Z [%{83_% (%mzvf) }_aa_qj (%mzvf)} 0g;

d (8ri) _j or;  0v; 8Jv,- or; Or;

J



D’Alemberts princip og Lagrangefunktionen (ii)

N n
D’Alemberts princip Z (F,L — pz) 0r; =0 = ; {Qj — {d <8T) — 8T} }5qj =0

i—1 dt 8qj 8q3

d (0T oT
De generaliserede koordinater ¢, er uathengige variable = — <—) —— =Q,;
dt\dq¢; /) dq; 7’

Antages F; = =V, V(ry,1y,...,15,t) fis Q; =) F,-

81'1' . an N _8_%

8I'i o oV 8I'i . oV
dg; _;

d 0T\ T -V YA T -V)y AT-V
Somindsatgiver:—< - )— ( ):0 eller —( ( . ))— ( ):0
dt \ ¢ Oq; dt dq; 0q;
(V er uatheengig af I, og dermed af ¢;).
d (0L oL
Lagrangefunktionen: L =7 -V = Lagranges ligninger: —< , > — =0
dt\0q;/  0q;
Lagrangefunktionen er ikke éntydig:
L—T—V—|—d—f( t) opfylder ogsa Lagranges ligninger idetﬁ— ﬁ—kg
g dt q17---7qn7 py g g g g g Y dt - j 8q]qj 8t
d (0L 0L
Konservative + ikke-konservative kreefter: — (—) — — = Q. (ikke-konservative)
dt 3q] 8qj J
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Eksempler (i)

Atwood’s faldmaskine:

Generaliseret koordinat: x

Potentiel energi: V = —gM,x — gM, (I — x)
Kinetisk energi: T = £ (M, + M,)i?

d (0L oL
Lagrangefunktionen: L =T —V og T (8_) 9 0 =
x x
d
M; — M,
My + M,

Gnidningsfri ring pa jeevnt roterende stang:
Generaliseret koordinat: r

Holonomiske ligninger: x = rcoswt, y = rsinwt, z = ¢
Potentiel energi: V =0

Kinetisk energi: T = sm(&? + ¢?) = sm(i? + w?r?)

d (OL oL
I;;ugrangefunktionen: L=T -V og T <E) ~ o = 0 =
— (mv'“) — mw?*r =0 eller
dt

P = w?r; r(t) = Ae*? + Be !
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Eksempler (ii)
(i) Generelt:

or; | i
TZZ%WW?:Z (Z 3; q; + 317;) = M, +ZMQJ+ Z AL

or or;, Or; 8r or;

M, ( Z) , M. = Bkl , M., — Bkl

Z J ; M ot  9q; ik ; M dq; Oqx
Scleronomous holonomiske bindinger: r;, =r,(q,...,q,) = % =0o0g My, =M; =0.

3
(ii) Enkel partikel: ¢, =z, ¢, =y, g3 = 2 = T:Z%mq'?, V=V(q), L=T-V

j=1
d (OL oL d oV
F =1, 2, ell 3——— — =p, — F. =0 (Newt 2.1
or j eller ( (9%) 9a, dt( q;) + 94, p; — F} (Newtons 2. lov)

(iii) Enkel partlkel q1 Py 4z = 0 og (cylinderkoordinater) x = pcos @, y = psind, z = z,
T = im(i* + 9* + 2%) = gm[(pcosd — pfsinh)® + (psind + pd cos )] = %m[p’2 + (p6)?]
V =V(p) = 5kp” (fJederkonstant: k), dvs. L=T-V = tm[p* + (p0)?] — $kp?

0 OL OL OL -
- = 92 — k _ = —_— = ) — — 29
Lagranges ligninger (bevagelsesligninger): (1) %(m[))—mpéQ—I—kp =0, (2) %(mpzé) =0

Ligning (2) viser at z- L = %-N = 0. Andet led i (1) er m gange centripetalaccelerationen
(“centrifugalkraften” hvis leddet flyttes over pa den anden side af lighedstegnet) og —kp
er den radiaere fjederkraft.

Speciallgsning: p = p,, 6§ = w, hvor w? = k/m
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Lagrangefunktion og ikke-konservative kreefter

Lagrangefunktion for partikel med ladning q i et elektromagnetisk felt

L=T-U=3mv’>—qp+qA-v

hvor E = —V(b—aa—? B=VxA (bemaerk at U =V, hvis A = 0).

Benyttes (q;,9-,95) = (z,y, 2) i Lagranges ligninger fas:

8¢ 0

L\ 0L d
0= (55) ~ g = q@(mes T ed) — (oG, —ag (A-v) =
- <8Axd_x+(‘)A @+0Ax%+an>+ o9 <(‘)Amv L 04, 94, ):
METN o at T oy dt | 0z di Aat qaax quax = oz v o
) 0A, 0A, 84, OA, ¢
mx+qu(8y N (9:1:) qv(&z B 8:13) (8x+ (915)

mi + quy(=B,) +qu,B, —qE, =mi —q(vxB+E)-X=mi-F-%x=0

i overensstemmelse med at Lorenz-kraften pa den ladede partikel er F = ¢(E + v x B).

Gnidningskraefter:
F, = —kv, kan inkluderes vha. Rayleighs dissipationsfunktion J = %Z kv? =
; i o0F d (0L oL 8?
Q= ZF 8r: o0F 8‘_’:—__:> _( ) N 0
ov; 04q; dq; dt \0q;/  0q; = 0qg;
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