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Classical Mechanics (3. edition) 
by Goldstein, Poole & Safko

Mekanisk bevægelse af en partikel: Newtons anden lov

v =
dr

dt
, p = mv, F =

dp

dt
≡ ṗ

Bevarelsesteorem for en partikels bevægelsesmængde: Hvis den totale kraft F = 0,
s̊a er ṗ = 0 og bevægelsesmængden (linear momentum) p er bevaret.

Bevægelsesmængdemomentet (impulsmomentet) af en partikel og kraftmomentet (torque)
mht. O defineres henholdsvis, som

L = r× p, N = r×F

og en omskrivning af Newtons anden lov giver:

N = r× d

dt
p =

d

dt
(r× p) = L̇

Bevarelsessætning for en partikels bevægelsesmængdemoment: Hvis det totale kraft-
moment N = 0, s̊a er L̇ = 0 og bevægelsesmængdemomentet (angular momentum)
L er bevaret.
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Newtons 2. lov p̊a integreret form

Den ydre krafts arbejde (n̊ar m er konstant):

W12 =

Z 2

1

F · ds =

Z t2

t1

m
dv

dt
· vdt =

Z t2

t1

m
1

2

d

dt

¡
v2
¢
dt = 1

2m
¡
v22 − v21

¢
= T2 − T1

hvor T = 1
2
mv2 er den kinetiske energi.

Hvis kraftfeltet er konservativt f̊as: (ds = dr)I
F · ds = 0 ⇔ F = −∇V (r) ⇒ F · ds = −∇V · ds = −∂V

∂s
· ds = −dV

hvor V (r) er den potentielle energi, og dermedZ 2

1

F · ds = −
Z 2

1

dV = V1 − V2 = T2 − T1 eller T1 + V1 = T2 + V2

Den totale energi, som er summen af den kinetiske og den potentielle energi T + V , er
bevaret for en partikel i et konservativt kraftfelt.
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System af mange partikler (i)
Loven om aktion og reaktion

mi Fji Fij mj

ri rj

O

(i) Fij +Fji = 0 (svag)

(ii) Fij + Fji = 0 ∧ rij ×Fij = 0 (stærk) [rij ≡ ri − rj ]

Ṗ ≡
X
i

ṗi =
X
i

³
F
(e)
i +

X
j

Fji

´
=
X
i

F
(e)
i ≡ F(e)

L̇ ≡ d

dt

X
i

ri × pi =
X
i

ri × ṗi =
X
i

³
ri × F(e)i +

X
j

ri ×Fji
´

=
X
i

N
(e)
i ≡ N(e)

Totale masse M =
X
i

mi og massemidtpunkt R =

P
imiriP
imi

⇒ P =
X
i

mi

dri
dt

= M
dR

dt

Indføres relative koordinater ri = R+ r0i ; vi = v + v0i [v = Ṙ] f̊asX
i

miri =
X
i

miR+
X
i

mir
0
i ⇒

X
i

mir
0
i = 0 og

X
i

miv
0
i =

d

dt

X
i

mir
0
i = 0

og dermed

L =
X
i

mi

¡
R+ r0i

¢
×
¡
v + v0i

¢
= R× v

X
i

mi +
X
i

mir
0
i × v +R×

X
i

miv
0
i +

X
i

mir
0
i × v0i = R×P+

X
i

r0i × p0i
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System af mange partikler (ii)

W12 =
X
i

Z 2

1

Fi · dsi =
X
i

Z t2

t1

miv̇i · vidt =
X
i

Z t2

t1

d

dt

¡
1
2
miv

2
i

¢
dt = T2 − T1

hvor den totale kinetiske energi er

T =
X
i

1
2
miv

2
i =

X
i

1
2
mi(v + v0i) · (v + v0i) = 1

2
Mv2 +

X
i

1
2
mi(v

0
i)
2

F
(e)
i = −∇iVi og Fji = −∇iVji

Hvis de ydre F
(e)
i og indre kræfter

P
j Fji alle er konservative f̊as

⇒
(Loven om aktion og reaktion (den stærke version) ⇒ Vji = Vij = Vji(|rj − ri|) = Vji(rji)

Fji = −∇iVji(rji) = −V 0ji(rji) r̂ij ; r̂ij = (ri − rj)/rij
Fij = −∇jVij(rij) = −V 0ij(rij) r̂ji = −V 0ji(rji) (−r̂ij) = −FjiZ ³

Fji·dsi+Fij ·dsj
´

=

Z
Fji·d(si−sj) = −

Z
V 0ji(rji)r̂ij ·drij = −

Z
V 0ij(rij)drij = −Vij

Defineres den totale potentielle energi V =
P

i Vi+
1
2

P
i,j Vij er T1+V1 = T2+V2

For et fast legeme (rigid body) er rij konstant og Vij(1) = Vij(2)
V kan erstattes med

P
i Vi (de indre kræfter udfører intet arbejde).
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Bindinger (Constraints)
System af N partikler med holonomiske bindinger:

(i) f(r1, r2, . . . , rN , t) = 0 (t indg̊ar: “rheonomous”)

(ii) f(r1, r2, . . . , rN ) = 0 (t indg̊ar ikke: “scleronomous”)

Eks.:
(a) Fast legeme: (ri − rj)2 − c2ij = 0.
(b) Partikler bundet til at bevæge sig p̊a en overflade eller langs en kurve
(scleronomous, hvis den ikke bevæger sig — i modsat fald: rheonomous).

Antallet af bevægelsesligninger er 3N , og antallet af uafhængige ligninger er 3N − k, hvis
der er k holonomiske bindinger:
Systemet har 3N−k frihedsgrader, som kan beskrives vha. 3N−k generaliserede koordinater

r1 = r1(q1, q2, . . . , q3N−k , t)

...

rN = rN (q1, q2, . . . , q3N−k , t)

q1 = q1(r1, r2, . . . , rN , t)

...

q3N−k = q3N−k(r1, r2, . . . , rN , t)

Bindingerne p̊avirker partikelsystemet med kræfter som ikke kendes p̊a forh̊and.

Ikke-holonomiske bindinger: Udtryk som benytter ulighedstegn, eller differentielle udtryk
der ikke kan integreres til en holonomisk ligning (se eksempel i lærebogen).
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D’Alemberts princip og Lagrangefunktionen (i)

Den totale kraft p̊a den ite partikel er F
(t)
i = F

(a)
i + fi = ṗi

Antagelse: Det samlede virtuelle arbejde udført af bindingskræfterne er 0:
P

i fi · δri = 0
δri er en virtuel differentiel forskydning af den ite partikel, der overholder bindingerne for
et fastholdt tidspunkt (δt = 0). Eksempel: normalkraften fra en overfladebinding udfører
intet arbejde n̊ar partiklerne forskydes langs overfladen. Bemærk at evt. gnidningskræfter

tangentielt til fladen er bibeholdt i F
(a)
i . I det dynamiske tilfælde f̊as:

F
(t)
i = ṗi eller F

(t)
i − ṗi = 0 ⇒ P

i

¡
F
(t)
i − ṗi

¢
· δri =

P
i

¡
F
(a)
i + fi − ṗi

¢
· δri = 0 ⇒

D’Alemberts princip:

NX
i=1

¡
Fi − ṗi

¢
· δri = 0 (Fi ≡ F(a)i )

Med k holonomiske bindinger kan ri udtrykkes ved n = 3N−k generaliserede koordinater:

ri = ri(q1, q2, . . . , qn, t) og δri =
nX
j=1

∂ri
∂qj

δqj , vi =
dri
dt

=
nX
j=1

∂ri
∂qj

q̇j +
∂ri
∂t

.

Generaliserede kræfter:
X
i

Fi · δri =
X
ij

Fi ·
∂ri
∂qj

δqj ≡
X
j

Qjδqj ⇒ Qj =
X
i

Fi ·
∂ri
∂qj

ṗi · δri =
X
j

mir̈i ·
∂ri
∂qj

δqj =
X
j

hd
dt

³
miṙi ·

∂ri
∂qj

´
−miṙi ·

d

dt

³∂ri
∂qj

´i
δqj

d

dt

³∂ri
∂qj

´
=
∂ṙi
∂qj

=
∂vi
∂qj

og
∂vi
∂q̇j

=
∂ṙi
∂q̇j

=
∂ri
∂qj

⇒

ṗi·δri =
X
j

hd
dt

³
mivi·

∂vi
∂q̇j

´
−mivi·

∂vi
∂qj

i
δqj =

X
j

hd
dt

n ∂

∂q̇j

³
1
2
miv

2
i

´o
− ∂

∂qj

¡
1
2
miv

2
i

´i
δqj
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D’Alemberts princip og Lagrangefunktionen (ii)

D’Alemberts princip
NX
i=1

¡
Fi − ṗi

¢
· δri = 0 ⇒

nX
j=1

n
Qj −

hd
dt

³ ∂T
∂q̇j

´
− ∂T

∂qj

io
δqj = 0

De generaliserede koordinater qj er uafhængige variable ⇒ d

dt

³ ∂T
∂q̇j

´
− ∂T

∂qj
= Qj

Antages Fi = −∇iV (r1, r2, . . . , rN , t) f̊as Qj =
X
i

Fi ·
∂ri
∂qj

= −
X
i

∂V

∂ri
· ∂ri
∂qj

= −∂V
∂qj

som indsat giver:
d

dt

³ ∂T
∂q̇j

´
− ∂(T − V )

∂qj
= 0 eller

d

dt

³∂(T − V )

∂q̇j

´
− ∂(T − V )

∂qj
= 0

(V er uafhængig af ṙi og dermed af q̇j).

Lagrangefunktionen: L ≡ T − V ⇒ Lagranges ligninger:
d

dt

³ ∂L
∂q̇j

´
− ∂L

∂qj
= 0

Lagrangefunktionen er ikke éntydig:

L = T −V +
d

dt
f(q1, . . . , qn, t) opfylder ogs̊a Lagranges ligninger, idet

df

dt
=
X
j

∂f

∂qj
q̇j +

∂f

∂t

Konservative + ikke-konservative kræfter:
d

dt

³ ∂L
∂q̇j

´
− ∂L

∂qj
= Qj(ikke-konservative)
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Atwood’s faldmaskine:
Generaliseret koordinat: x
Potentiel energi: V = −gM1x− gM2(l − x)
Kinetisk energi: T = 1

2

¡
M1 +M2)ẋ

2

Lagrangefunktionen: L = T − V og
d

dt

³∂L
∂ẋ

´
− ∂L

∂x
= 0 ⇒

d

dt

h¡
M1 +M2

¢
ẋ
i
−
¡
gM1 − gM2

¢
= 0 eller

ẍ =
M1 −M2

M1 +M2
g

Eksempler (i)

M1

M2

x

l − x

— — — — — —

x

y

r

θ = ωt

m (x, y, z)

Gnidningsfri ring p̊a jævnt roterende stang:
Generaliseret koordinat: r
Holonomiske ligninger: x = r cosωt, y = r sinωt, z = c
Potentiel energi: V = 0
Kinetisk energi: T = 1

2
m(ẋ2 + ẏ2) = 1

2
m(ṙ2 + ω2r2)

Lagrangefunktionen: L = T − V og
d

dt

³∂L
∂ṙ

´
− ∂L

∂r
= 0 ⇒

d

dt

³
mṙ
´
−mω2r = 0 eller

r̈ = ω2r ; r(t) = Aeωt +Be−ωt
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Eksempler (ii)
(i) Generelt:

T =
X
i

1
2
miv

2
i =

X
i

1
2
mi

³X
j

∂ri
∂qj

q̇j +
∂ri
∂t

´2
= M0 +

X
j

Mj q̇j + 1
2

X
jk

Mjk q̇j q̇k

M0 =
X
i

1
2
mi

³∂ri
∂t

´2
, Mj =

X
i

mi

∂ri
∂t

· ∂ri
∂qj

, Mjk =
X
i

mi

∂ri
∂qj

· ∂ri
∂qk

Scleronomous holonomiske bindinger: ri = ri(q1, . . . , qn)⇒ ∂ri
∂t

= 0 og M0 = Mj = 0.

(ii) Enkel partikel: q1 = x, q2 = y, q3 = z ⇒ T =
3X
j=1

1
2
m q̇2j , V = V (q) , L = T − V

For j = 1, 2, eller 3:
d

dt

³ ∂L
∂q̇j

´
− ∂L

∂qj
=
d

dt
(mq̇j) +

∂V

∂qj
= ṗj − Fj = 0 (Newtons 2. lov)

(iii) Enkel partikel: q1 = ρ, q2 = θ og (cylinderkoordinater) x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z0
T = 1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) = 1

2
m[(ρ̇ cos θ − ρθ̇ sin θ)2 + (ρ̇ sin θ + ρθ̇ cos θ)2] = 1

2
m[ρ̇2 + (ρθ̇)2]

V = V (ρ) = 1
2
kρ2 (fjederkonstant: k), dvs. L = T − V = 1

2
m[ρ̇2 + (ρθ̇)2]− 1

2
kρ2

∂L

∂ρ
= mρθ̇2 − kρ , ∂L

∂θ
= 0 ,

∂L

∂ρ̇
= mρ̇ ,

∂L

∂θ̇
= mρ2 θ̇ ⇒

Lagranges ligninger (bevægelsesligninger): (1)
d

dt
(mρ̇)−mρθ̇2+kρ = 0 , (2)

d

dt
(mρ2θ̇) = 0

Ligning (2) viser at ẑ · L̇ = ẑ ·N = 0. Andet led i (1) er m gange centripetalaccelerationen
(“centrifugalkraften” hvis leddet flyttes over p̊a den anden side af lighedstegnet) og −kρ
er den radiære fjederkraft.
Specialløsning: ρ = ρ0, θ̇ = ω, hvor ω2 = k/m
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Lagrangefunktion og ikke-konservative kræfter

Lagrangefunktion for partikel med ladning q i et elektromagnetisk felt

L = T − U = 1
2
mv2 − qφ+ qA · v

hvor E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A (bemærk at U = V , hvis A = 0).

Benyttes (q1, q2, q3) = (x, y, z) i Lagranges ligninger f̊as:

0 =
d

dt

³ ∂L
∂q̇1

´
− ∂L

∂q1
=
d

dt

¡
mvx + qAx

¢
− (−q)∂φ

∂x
− q ∂

∂x
(A · v) =

mẍ+ q
³∂Ax
∂x

dx

dt
+
∂Ax
∂y

dy

dt
+
∂Ax
∂z

dz

dt
+
∂Ax
∂t

´
+ q

∂φ

∂x
− q
³∂Ax
∂x

vx +
∂Ay
∂x

vy +
∂Az
∂x

vz

´
=

mẍ+ qvy

³∂Ax
∂y
− ∂Ay

∂x

´
+ qvz

³∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

´
+ q
³∂φ
∂x

+
∂Ax
∂t

´
=

mẍ+ qvy(−Bz) + qvzBy − qEx = mẍ− q(v ×B+E) · x̂ = mẍ− F · x̂ = 0

i overensstemmelse med at Lorenz-kraften p̊a den ladede partikel er F = q(E+ v ×B).

Gnidningskræfter:
Fi = −kvi kan inkluderes vha. Rayleighs dissipationsfunktion F = 1

2

P
i kv

2
i ⇒

Qj =
X
i

Fi ·
∂ri
∂qj

= −
X
i

∂F

∂vi
· ∂vi
∂q̇j

= − ∂F
∂q̇j

⇒ d

dt

³ ∂L
∂q̇j

´
− ∂L

∂qj
+

∂F

∂q̇j
= 0
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