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Opgave 6.4

Dobbelt pendul: @Overste penduls masse: M, nederste penduls masse: m,
pendulleengder: . De generaliserede koordinater: 6; og 0, er vinklerne mellem
lodret og pendularmene for henholdsvis gvre og nedre pendul: L=T-V =

L= %Mﬂé%—l—%mﬂ 024632605 cos(6; —05 )|+ M gl cos 6, +mgl (cos 6, +cos 0y)

Ligevaegtssituationen er ; = 05 = 0. Indfgres “sma udsving” om ligeveegts-
tilstanden, 6; = 0+ 1y og 65 = 0+ 15, og tilnsermes Lagrangefunktionen med
dens Taylor-raekke til 2. grad i n; og 7;, fas [idet 775 (n; — 15)? er af 4. grad]:

. . )
Lo gMPit + gmiP (i + )" + Mgl(1 = 31i) + mgl(2 = gnf — 313)
De tilsvarende Lagrangeligninger er:

M1y, +ml? (i + i) + (M +m)gly, =0
mi?(ijy + ijy) + mglny = 0

Indsaettes n; = C} e og dermed n; = —w277j fas fglgende ligningssystem
—(M +m)2w? + (M +m)gl —mi?w? <Cl> _ (O) (1)
—milw? —ml?w? + mgl Cy 0

Ligningerne har kun lgsninger # 0 hvis determinanten af 2 x 2 matricen er 0:
m(M +m)(gl — Pw?)? — m?twt = 0

som har lgsningerne
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Y TET T ( M+m> (20)

Hvis M > m er der kun én lgsning, svarende til at M ligger stille og m
svinger som et simpelt pendul (w = \/g/l). Bemaerk ogsa at begge lgsninger

for w? er positive og dermed at ligevaegtstilstanden (som forventet) er stabil.

Lgsningerne kan skrives:
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Egenvektoren (C}, C5) for w? = w? kan fas fra nederste rackke af ligning (1)

—mlw? CF + (—ml%w? +mgl)Cy =0
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eller
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q [09)
cf:c;(—um):c;(—uﬁ):c;(—1+1—a)=—aaj

og helt analogt er egenvektoren for w? = w? bestemt ved C{ = aC5. Dvs.
at en helt generel lgsning til bevaegelsesligningerne kan skrives

() -t s o0 () e peec e (3)

hvor de 4 integrationskonstanter (A, B, ¢, ¢_) bestemmes af begyndelses-
betingelserne. Det gnskede tilfeelde er:

m(0) =0y, 7(0) =0, ny(0)=0, (0)=0

som er opfyldt nar ¢, = ¢_ = 0 og —Aa = Ba = 6y/2 eller

%

n(t) = E[COS((A}_,I) + cos(w_t)]
ny(t) = 2%[ — cos(w, t) + cos(w_t)]

som vha. cosinus relationer, cos(u 4 v) = cosu cosv F sin u sin v, omskrives til

N, (t) = 6, cos [%(04 + w_)t] cos [%(er - w_)t}
ny(t) = ea—osin [%(w+ + w_)t} sin [%(w+ — w_)t}

Eksempel w3 = g/l =1, M =100, m =1 (a ~ 0.1), og §, = 1:

m(t) *
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