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Lagranges multiplikatorer og Hamiltons princip

Hamiltons princip siger, at

δI = δ
∫ t2

t1
L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) dt = 0 . (1.1)

Med forudsætningen, at q1, . . . , qn er n uafhængige variable, fører Hamiltons
princip til Lagranges ligninger:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = 1, 2, . . . , n . (1.2)

Hvis de n variable ikke er uafhængige, dvs. hvis følgende m holonomiske rela-
tioner skal være opfyldt

fα(q1, . . . , qn, t) = 0, α = 1, . . .m , (1.3)

skal Hamiltons extremum-princip fortsat være opfyldt, men, fordi de forskel-
lige koordinat-funktioner, qi(t), nu ikke kan varieres uafhængigt af hinanden,
betragtes i stedet den “generaliserede” Lagrangefunktion

L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) = L+
m∑

α=1

λαfα , (1.4)

som stadigvæk skal opfylde Hamiltons princip (1.1), idet fα = 0. Indførelsen
af de m Lagrange-multiplikatorer, λα, betyder at alle qi i L kan behandles som
uafhængige variable, og dermed at

δ
∫ t2

t1
L dt = 0 ⇒ d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0 , i = 1, 2, . . . , n . (1.5)

Disse n Lagrangeligninger kombineret med de m bindinger (1.3) bestemmer
systemets n koordinat-funktioner samt de m Lagrange-multiplikatorer.

De m bindinger kan “fjernes” ved at de erstattes med de tilsvarende bind-
ingskræfter, i hvilket tilfælde opstillingen af Lagranges ligninger ud fra d’Alem-
berts princip viser, at

d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
= Qf

k , (1.6)

hvor Qf
k er den kte koordinat af de (bindings-)kræfter der ikke er medtaget

i potentialet V i L = T − V . Differencen mellem højre og venstre siderne af
ligning (1.5) og (1.6) er

Qf
k =

d

dt

∂(L− L)
∂q̇k

− ∂(L− L)
∂qk

=
m∑

α=1

λα
∂fα
∂qk

, (1.7)
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dvs. de m bindinger i ligning (1.3) giver bindingskræfter, hvis kte komponent
bestemmes af de led i den kte Lagrangeligning der skyldes λα, men med modsat
fortegn. Ved udledelsen har vi benyttet Hamiltons princip (1.1), som kun er
gyldigt, hvis det samlede virtuelle arbejde udført af bindingskræfterne er 0,
dvs. vi m̊a stadigvæk forlange, at

n∑
k=1

Qf
kδqk = 0 . (1.8)

De mulige virtuelle forskydninger δqk, der er i overenstemmelse med binding-
erne, bestemmes af

dfα =
n∑

k=1

∂fα
∂qk

dqk +
∂fα
∂t

dt = 0 ∧ dt = 0 ⇒
n∑

k=1

∂fα
∂qk

δqk = 0 , (1.9)

og dermed er

n∑
k=1

Qf
kδqk =

n∑
k=1

m∑
α=1

λα
∂fα
∂qk

δqk =
m∑

α=1

λα

n∑
k=1

∂fα
∂qk

δqk = 0 , (1.10)

dvs. at resultatet for bindingskræfterne, (1.7), er i overensstemmelse med, at
det virtuelle arbejde af bindingskræfterne er 0.

Lærebogens diskussion af dette emne i afsnit 2.4 er problematisk, og i de nyere
oplag af 3. udgave, (10 9 8 7 6 5 4 3 2)-optryk, er der en række fejl: Forkert
fortegn foran λα i ligningerne (2.21)-(2.23), mange trykfejl i eksemplet øverst
p̊a side 47, og den sidste halvdel af side 47 er ikke korrekt. Metoden ovenfor
kan generaliseres, men kun til ogs̊a at indbefatte s̊akaldte semi-holonomiske
bindinger:

gα(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) =
dGα(q1, . . . , qn, t)

dt
= 0 ⇒ d

dt

∂gα
∂q̇i

− ∂gα
∂qi

= 0

(1.11)
dvs. hastighedsafhængige bindinger (gα), som er totale differentialer af hastig-
hedsuafhængige funktioner (Gα). Er dette tilfælde vil gα opfylde relationen
(“Lagrangeligningerne”) til højre i (1.11), og gα’s bidrag til bindingskræfterne
bliver

Qg
k = λα

∂Gα

∂qk
= λα

∂gα
∂q̇k

(1.12)

Det tilsvarende resultat i bogen, (2.27) med µα → −µ̇α, er kun rigtigt for semi-
holonomiske bindinger – ikke generelt, som antydet med ligningerne (2.24)–
(2.26) [se fx M.R. Flannery, The enigma of nonholonomic constraints, Am. J.
Phys. 73, 265 (2005)].

Disse resultater kan udnyttes i to forskellige situationer:

(1) Vi ønsker at bestemme en eller flere af bindingskræfterne.

(2) Systemet har semi-holonomiske bindinger, gα(q, q̇, t) = dGα/dt = 0, hvor
Gα(q, t) er vanskelig eller umulig at beregne.
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Eksempel p̊a side 47 i de nyere optryk

z

M
a

θ
x

Den punktformige partikel med massenM glider friktionsløst p̊a en (halv)kugle
med radius a under p̊avirkning af tyngdekraften. M startes med hastigheden
0+ fra kuglens øverste punkt (θ = 0) med en infinitesimal hastighed i x aksens
retning. Bestem den kritiske vinkel θ0, hvor M forlader kuglens overflade.

M ’s koordinater er (x, y, z) = (r sin θ, 0, r cos θ). De generaliserede koordinater
er r og vinklen θ i x–z planet (y = 0 er konstant). Normalkraften fraM ’s bind-
ing til kugleoverfladen (regnet positiv langs r̂) m̊a være positiv, og M forlader
kuglefladen i det øjeblik hvor bindingskraften bliver 0. For at bestemme θ0 er
vi derfor nød til at bestemme bindingskraften, der svarer til bindingen r = a.
Dette kan gøres ved at bibeholde r som uafhængig variabel i en generaliseret
Lagrangefunktion

L = L(r, θ, ṙ, θ̇) = L(r, θ, ṙ, θ̇) + λf(r, θ), (1)

hvor den holonomiske binding er medtaget som et Lagrange multiplikator λ-
led. I tilfældet her er

f(r, θ) = r − a = 0 (2)

Lagrangefunktionen er L = T − V = 1
2M(ẋ2 + ż2)−Mgz eller

L = 1
2M(ṙ2 + r2θ̇2)−Mgr cos θ + λ(r − a) (3)

De to Lagrange bevægelsesligninger er:

d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= Mr̈ −Mrθ̇2 +Mg cos θ − λ = 0 (4)

d

dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= Mr2θ̈ + 2Mrṙθ̇ −Mgr sin θ = 0 (5)

De tre ligninger (2), (4) og (5) bestemmer de tre ubekendte r, θ og λ. Bind-
ingskraften, der skyldes bindingen f(r, θ) = 0, har komponenterne, se (1.7),

Qr = λ
∂f

∂r
= λ , Qθ = λ

∂f

∂θ
= 0 , (6)

3



hvilket er de led i (4) og (5), der skyldes λf , men med modsat fortegn. Idet
Qθ = 0 f̊as at bindingskraften, som forventet, er rettet langs r̂. Indsættes
r = a, og dermed ṙ = r̈ = 0, i (4) f̊as

Qr = λ = −Maθ̇2 +Mg cos θ (7)

Benytter vi det generelle resultat

∫ t

0
θ̈(t′)θ̇(t′)dt′ =

∫ θ̇(t)

θ̇(0)
θ̇dθ̇ = 1

2 [θ̇
2(t)− θ̇2(0)] = 1

2 θ̇
2 (8)

og at ligning (5) medfører at θ̈ = (g/a) sin θ n̊ar r = a, f̊as

θ̇2 =
∫ t

0
2θ̈θ̇dt =

∫ t

0

2g

a
sin θθ̇dt =

∫ θ

0

2g

a
sin θdθ =

2g

a

[
−cos θ

]θ
0
=

2g

a
(1−cos θ)

(9)
Indsættes dette i (7) f̊as

Qr = Mg(3 cos θ − 2) (10)

som er 0 for θ = θ0, hvor

cos θ0 =
2

3
(11)

Bemærk, at de udledte udtryk er kun korrekte s̊alænge betingelsen r = a er
opfyldt, dvs. for θ ≤ θ0.
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