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Elementer af endelig-tids termodynamik

Af Bjarne Andresen og Finn Molgaard Poulsen

1. Klassisk reversibel termodynamik

Det oprindelige hovedformal med systematisk at studere, hvor-
ledes varme omdannes til andre energiformer, termodynamik-
ken, var at finde en teoretisk graense for datidens dampmaski-
ners arbejdsydelse. For en ideal tabsfri proces fandt Carnot den
velkendte granse

w =(1-

max

T
ﬂmv@ (1)

hvor Q er den ved den hoje temperatur tilfgrte varmemaengde, og
I}, og T, de absolutte temperaturer pd det varme og det kolde
varmereservoir. Den reversible termodynamik bliver ofte an-
vendt til at vurdere effektiviteten af forskellige fungerende
varme/kolemaskiner. Siledes defineres for varmemotorer, der
omdanner varme til mekanisk arbejde, en nyttevirkning n ved

nyttigt arbejde |14
Nt i L S (2)

tilfert energi o

: —_—
og for keplemaskiner (specielt kompressorer), en ydelseskoeffi-
cient § ved

fjernet varme

B (3)

tilfort arbejde ’
Et af hovedresultaterne i reversibel termodynamik (2. hoved-
setning) siger, at nyttevirkningen og ydelseskoefficienten er
maksimale, ndr maskinen korer reversibelt, altsa

dﬁnx - .;wme og mﬁnx - ms.me. va

Da en varmemaskines maksimale nyttevirkning afhanger af de
benyttede varmereservoirers temperaturer, jvf. lign. (1), benyt-
tes ofte 1 stedet effektiviteten
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€ =M/ 5)

som mal for en fungerende maskines godhed, idet € har den gvre
greense 1 for alle systemer; # er varmemaskinens faktiske nytte-
virkning bestemt udfra definitionen (2). Typisk ligger vaerdierne
for € i intervallet 1-40%, hvilket lader antyde, at den reversible

referenceproces er et for optimistisk mal for en given maskines
godhed.

2. Endelig-tids termodynamik
Problemet med den reversible referenceproces er, at den tager
uendelig lang tid for at vare eksakt reversibel. For en motor,
der drives reversibelt, betyder det, at effekten er nul, idet der
produceres et endeligt arbejde i lobet af uendelig lang tid. Alene
det faktum, at virkelige processer forlober over et endeligt tids-
rum, betyder, at de er irreversible, dvs. processerne kan ikke
vendes uden forbrug af energi. Den endelige procestid med-
forer, at der nedvendigvis ma optrade potentialforskelle i
systemet, hvilket giver energitab. F.eks. betyder hastighedsfor-
skelle mellem bevagede overflader et uundgéeligt friktionstab.
Den endelige procestid betyder ogsi, p.g.a. alle materialers ende-
lige varmeledningsevne, at der skal vare en endelig temperatur-
forskel for, at varme kan ledes fra et system til ct andet. En ny
storrelse, tiden (varigheden), ma tilfores termodynamikken.
Endelig-tids termodynamik kan defineres som laren om,
hvordan varme omdannes til andre energiformer, nir det krze-
ves, at processen cr afsluttet inden for en bestemt endelig tid.
Denne tilsyneladende lille udvidelse af definitionen pa ter-
modynamik har ret omfattende konsekvenser. Dels kraves en
del mere empirisk information for at foretage beregninger:
friktionskoefficienter, varmeledningsevner, relaksationstider,
varmekapaciteter m.v., dels vil de forskellige ydelsesm3l sisom
arbejde, effekt, virkningsgrad, pkonomi, osv. ikke leengere vare
optimale under de samme betingelser. For at forebygge even-
tuelle misforstdelser, ma det straks understreges, at endelig-tids
termodynamik, ligesom klassisk reversibel termodynamik, er
en abstraktion, som ved hjalp af relativt simple udregninger
giver en nojagtig beskrivelse af en model, der indeholder de vae-
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sentligste elementer af det virkelige system, man har i tankerne.
Det drejer sig altsd ikke om at simulere et virkeligt system med
storst mulig detailrigdom — det har ingeniorer gjort 1 mange ar
med stort held — men om at uddrage det fysiske indhold af en
proces og abstrahere til generelle sammenhange. Ved at ind-
fore procestiden er endelig-tids termodynamiks modeller blot
en del mere realistiske end reversibel termodynamiks modeller.
De eksempler, der beskrives, afspejler netop denne tankegang;
de er de simpleste modeller, der kan illustrere endelig-tids ef-
fekter, og gor ikke krav pa at beskrive alle aspekter af en virkelig
proces. :

Lad os starte med at se pa et simpelt eksempel [1], der in-
kluderer den endelige procestid. Betragt, som vist i figur I, en

.

Figur 1. Endoreversibel varmemaskine, hvor de eneste irreversibiliteter er
varmekonduktanserne k; og k; til reservoirerne med temperaturerne 7y og
T,

Iz
varmemotor, der kan kobles til to varmereservoirer med tempe-
ratur 7;; hhv. 1 . hvor T}, > T, , gennem varmekonduktanserne
Kp, 08 K)- Den endelige procestid og vaggenes endelige varmeled-
ningsevne betyder, at temperaturen af arbejdsgassen ved varme-
optagelse er mindre end reservoirtemperaturen og omvendt ved
varmeafgivelse. Antag at

i) arbejdsgassen folger en reversibel Carnot kredsproces med de

uspecificerede isoterme temperaturer 7, og 7;, hvor T;; >
1,>17,>1;;
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ii) varmestremmen mellem varmereservoirerne og arbejdsgassen
beskrives ved Fouriers varmeledningslov

4Q

5= Q) = -k (T(1) - Ty) (6)

hvor k¥ er varmekonduktansen mellem varmereservoir og ar-
bejdsgas; x = Kp ved kobling til ﬂmxnmmm.?o:nﬁ Kk =Ky ndr Ty -
reservoiret er indkoblet, og k = 0 for adiabaterne;

iii) varigheden af adiabaterne udger en konstant brokdel,
(v - 1)e[0,1] af isotermernes samlede varighed.

Denne model er i mange henseender analog til Carnot proces-
sen 1 reversibel termodynamik, og vi vil vende tilbage til den i
senere afsnit, bl.a. fordi den er en praktisk "byggeklods™ i
endelig-tids termodynamik.

Under ovennavnte antagelser bliver motorens middeleffekt
over en cyklus

K (Ty=T) 4= k(T-T1)

:\ =
SL;N:

“ (7)

hvor ¢, (¢;) er varigheden af hgjeste (laveste) isoterm.

Vi onsker f.eks. at motoren skal give maksimal effekt, derfor
skal W maksimeres m.h.t. T, T, ty,, &, Disse variable er imidler-
tid ikke uafhangige af hinanden, thi kravet om, at arbejdsgassen
folger en reversibel Carnotproces, betyder, at motorens indre
entropizndring er nul for et gennemlob af kredsprocessen. Kra-
vet til entropibevarelse fastleegger en af de variable som funk-
tion af de tre andre. Desuden vil Fouriers varmeledningslov, lig-
ning (6), sammenkade hver af isotermernes varighed med den
tilsvarende indre temperatur, f.eks. Q, =« (T - T;) - t,. Til-
bage er én parameter at variere. Efter optimeringen kan nytte-
virkningen for motoren beregnes. Noget overraskende finder
man [1] felgende simple resultat,

5y - (8)
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der hverken afhznger af materialstorrelserne «, og ; (irreversi-
biliteten), af perioden eller af storrelsen v. Faktisk er ligning (8)
gyldig for enhver endoreversibel motor, dvs. hvor alle tab findes
ved kobling til omgivelserne. n;j er altsi lige sd universel som
den reversible Carnot effektivitet

=1-—=. (9)

T
u har oven i kobet samme kaskadeegenskab som 7, at settes
to endoreversible motorer i forleengelse af hinanden, vil den
samlede maskine stadig opfore sig som en endoreversibel motor
[2].

Lad os for at sammenligne 1}, og 1. udregne dem for et kul-
fyret kraftvaerk, en af de mest gennemoptimerede varmemoto-
rer i stordrift. Typisk er 1, = 840 K og 7; =290 K, hvilket gi-
ver 1, = 65% ognyy = 41%. Den malte nyttevirkning ligger ofte
pa omkring 35%, sa det er nearliggende at antage, at kraftvaerker
nzrmere drives for at maksimere den producerede effekt end
nyttevirkningen.

3. Arbejdspotential | endelig-tids termodynamik

Ovenfor blev nyttevirkningen for en proces, der forlober inden
for en endelig tid, udregnet ved simpel optimering. De velkendte
termodynamiske potentialer kan ligeledes udvides til at inklu-
dere irreversibiliteter. Det maksimale nyttige arbejde, der kan
udvindes ved en proces, der forer fra en tilstand 1 til en anden
tilstand 2, er lig faldet i det for processen rclevante termodyna-
miske potential . Hvis processen fra 1 til 2 f.eks. foregar ved
konstant tryk, kan det ueksakte differential dW = PdV gores
eksakt ved at addere nul-leddet VdP,

dW =PdV + VdP = d(PV) = - d¥ (10)
siledes at arbejdspotentialet er & = - PV. P4 samme vis kan man

konstruere et potential for den tilforte varme ved en isobar pro-
ces,
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dQ =TdS =dU + PdV

=dU+ PdV+ VdP =d(U + PV) = - &%@
hvor vi har benyttet os af energibevarelse, dU = TdS - PdV. Som
ved udregningen af nyttevirkningen i afsnit 2, betyder den ende-
lige procestid, at det nyttige arbejde er mindre end w®ndringen i
det relevante termodynamiske potential,

W< -af (12)

(L1)

Vi vil nu som eksempel finde en termodynamisk potentialfunk-
tion for ekspansionen af en gas under folgende betingelser: Be-
tragt [3] en cylinder med stempel, der indeslutter en ideal ar-
bejdsgas, og antag, at varmetransporten fra et ydre varmereser-
voir kan beskrives ved Fouriers varmeledningslov, ligning (6)
med konstant varmekonduktans, samt at volumenet forpges eks-
ponentielt. (Dette er et arbitraert valg.) Det tidsafhangige ar-
bejdspotential & kan nu findes ved folgende almene procedure:
Det differentielle arbejde er givet ved

aw =pdy = M1 gy,

- av, (13)
som 1kke er eksakt og derfor ikke umiddelbart kan integreres.
Som for det tidsuafhangige tilfalde gores differentialet eksakt
ved at addere et passende bevagelsesintegral. Forste hovedsaet-
ning for arbejdsgassen,

nc, ——

v dt Vo dt

Al y nRT dV -\ (7, 1) (14)

sammen med antagelsen om eksponentiel volumenudvidelse,

dVv _

xﬂwml =al AHQV
giver bevagelsesintegralet

ne, VdT +[nRT + Mlﬁfﬂx:m:\uo. (16)

Multipliceres med en vilkérlig funktion i T og V, f (T, V) og ad-
deres det til differentialet AW, fis
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AW = f(T,V) nc,VdT +

L(RT +5(T - Ty)) AT, V) + ,ﬁmﬁ&ﬁ (17)

(T, V) bestemmes, si W bliver eksakt. Blandt flere muligheder
kan f(T, V) valges som

-1 1 | 1
fv 1+k/anR V' (18)

hvorved arbejdspotentialet bliver

RT
Arvy= "2 7. "R )y V 19
HTY) 1 +k/anR 1 +anR/x N Vo' (19)

Andre valg af f(7, V) @ndrer kun (T, V) med en additiv kon-
stant. Det maksimale nyttige arbejde fra en isoterm ekspansion
fra V, til ¥, kan herefter udregnes som

S\u ) “D% = ...IIIHD]J AMOV

hvilket er klart mindre end det reversible arbejde, altsa uden be-
tingelserne ligning (6) og (15),

v\
= nRT,In W (21)
1

Wi, rev

Bemzark at det reversible resultat ndsigransen a ~ 0 eller k — .
Det er dog langt fra altid tilfzldet; vi har allerede set, at f.eks.
nyttevirkningen i ligning (8) er uafhangig af irreversibiliteten.
Arbejdet fra en adiabatisk udvidelse kan ogsa udledes af ¢ (T, V)
1 ligning (19) ved at satte k = 0.

Sddanne udvidelser af arbejdspotentialet til at inkludere
simple irreversibiliteter kan give fingerpeg om hvilke irreversi-
biliteter, der er mest dominerende i en konkret proces. F.eks.
kan der opnés en vurdering af investering i et smoremiddel med
sarligt gunstige friktions- og termiske egenskaber overfor inve-
stering 1 andre materialer med bedre varmeledningsegenskaber
eller investering i en anden volumen funktion V(t). Ulemperne
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ved den traditionelle, nzsten harmoniske volumenzandring, der
findes i de allerfleste termodynamiske kredsprocesser, er udreg-
net i ref. 4 ud fra et andet princip.

Styrken ved arbejdspotentialkonstruktionen ligger i, at man
kan finde en ovre granse for det nyttige arbejde, som kan leve-
res af en given proces, uden at kende processens precise tids-
udvikling. I anvendelsesojemed er det selviolgelig af interesse
ogsd at vide, hvordan stemplet i en varmemaskine skal bevages
for at give det maksimale arbejde, der findes ved anvendelse af
potentialformalismen. Det matematiske varktej hertil er opti-
mal kontrolteori, eller variationsregning med differentiallignin-
ger som bibetingelser.

4. Optimering af fri proces

Mélet her er at finde en aflgser for den velkendte Carnot cyklus,
der bestar af to isotermer og to adiabater, siledes, at den en-
doreversible motor (figur 1) opnar sin optimale ydelse, som blev
udregnet i afsnit 2. Vi sgger uden forhandsantagelser om kreds-
processens stempelbevagelse, reservoirtilkobling, materialvalg
m.m., den kredsproces, der f.eks. leverer mest nyttigt arbejde 1
perioden 7. Varmemaskinen er defineret ved folgende antagel-
ser [5]:

i) der forefindes temperaturreservoirer med temperatur Tp i

intervallet

T;

< T,

R <1y (22)

1i) arbejdsgassen er ideal med konstant varmekapacitet, og P(t),
V(t) og T(t) er veldefinerede storrelser.

iii) nar arbejdsgassen er i kontakt med et temperaturreservoir,
er varmestremmen givet ved,

Q(t) = - «(T(t) - T(1)); (6)
iv) varmekonduktansen k ligger i intervallet
0<«k<kp; (23)

v) motorens omlobstid gr valgt p& forhind og kaldes 7;

vi) der er ingen friktionstab p.g.a. gnidning mellem bevagelige
dele.
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Under disse antagelser gnskes varmemaskinens middeleffekt over
en cyklus maksimeret.

Det drejer sig i dette eksempel ikke blot om at finde en maksimal veerdi,
som vi er vant til v.h.a. differentialregning, men om at finde et helt funk-
tionsforlpb. Hertil benyttes optimal kontrol teori. Da denne beregnings-
méde stort set er ukendt blandt fysikere og kemikere, har vi valgt at pree-
sentere hovedtrackkene i det folgende, men lasere der kun er interesserede
i optimeringens resultat, kan springe stykket med petit over uden tab af
kontinuitet.

Da maskinens omlebetid er fast, er maksimering af dens middeleffekt
akvivalent med maksimering af det arbejde, den leverer i perioden 7,

W= ﬁ P() V(1) dt. _ (24)

(
Som matematiske betingelser kreeves det, at forste og anden hovedsatning
er opfyldt for arbejdsgassen. Dog vil antagelse ii) samt kravet om en cyk-
lisk proces medfgre, at arbejdsgassens entropizndring er nul uanset proces-
typen, dvs. anden hovedsztning er automatisk opfyldt. Forste hovedsat-
ning giver bibetingelsen

Q(t) =C,T(t) +P(t) V (25)

cller, ved brug af antagelserne i) - iii} og lidt omformning,

C,T(t) = - C (v~ VT V() V(t) - k() [T(t)- Tp(t)], (26)

hvor 77 er Poissons forhold ¥ = Cp/Cy. Endelig skal det af tekniske grunde
kraves, at den relative volumenhastighed c(t) = (y - 1) V(£)/V(t) er be-
granset til intervallet

-c Amxtmmkﬁ (27)

m

r<omnSom&.S vmganara:ro_mmsmBm:macauomgmwmmscamﬁmamm:mm
den relative hastighed c.

Det endelige optimeringsproblem bliver hermed at finde k(t), c(t) og
T (t) inden for intervallerne (22), (23) og (27), som giver lpsninger T*(t)
og _\*«Qc til differentialligningen (26) med betingelserne T*(0) = T*(7)

1) I det folgende angives optimale losninger (kontrolfunktioner og trajek-
torier) ved *, og vektorfunktioner ved understregede typer.

58 Bjarne Andresen og Finn Melgaard Poulsen

og V* (0) = V*(1), samt gor integralet (24) maksimalt.
Et sadant problem kaldes et optimalt kontrolproblem [6]. Losningsfunk-

tionerne k*(t), c*(t) samt ﬂmﬁt kaldes de optimale kontrolfunktioner, og

T*(t) og V*(t) de tilhgrende optimale trajektorier. I en lidt mere generel
formulering kan det optimale kontrolproblem ovenfor omskrives til:

Der soges et szt af funktioner w(t) = (uf(t), us(t), . .. :M_QCV kaldt
kontrolfunktionerne, der opfylder folgende betingelser

i) Emmzm*?ymg% tefto, u.L:.nf...‘S

u (to) =u* (1) (28)

ii) giver lgsninger x*(t)=(x1(1), ..., XM«NC til differentialligningssystemet

x(t) = F(x(t), u(t)), (29)
der opfylder

R*:ﬁi = w«*\m\\w
iii) gor ydelsesindexet
i
Jx(t), u(t)) = | L (x(t), w(t))dt (30)
¢

0
maksimalt.

Endvidere indfgres en Hamiltonfunktion ved
H(x(t), u(t), p(t)) = L (x(1), w(t)) +p(t) - F(x(t), u(t)), (31)

hvor p(t) er Lagrangemultiplikatorer, der er de til x(¢) generaliserede im-
pulser.

Vearktgjet til lpsning af det optimale kontrolproblem er Pontryagins
maksimumsprincip, jvf. [6], der er en nedvendig betingelse for en lgsning.
Det udsiger, at hvis u*(i) er et sat af optimale kontrolfunktioner, og
x*(t) er det tilhgrende sxt af optimale trajektorier, der opfylder betin-
gelsen x*(tg) = m*@% sd er Hamiltons kanoniske ligninger

() n,wm [x*(t), u*(), p*(t)] (32)

p*(t) = - wm_%sw u* (8, p*(t)] (33)

opfyldte og
H(x™(t), w*(t), p*(1)) = H(x*(1), u(t), p*(t)) (34)
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for ethvert andet (dvs. ikke-optimalt) sat af kontrolfunktioner u(t), der
opfylder betingelserne i lign.(28). Hvis tiden ikke indgér eksplicit i Hamil-
tonfunktionen, er

H(x™*(t), @*«Q. m*?t = konst. (35)

Anvendes Pontryagins maksimumsprincip pd den i ligning (22) - (27), op-
stillede model, bliver ligning (34) til

|

AH = H (*(1), w(1), p*(1)) - Hx*(1), u(t), p*(1))

[(1=p3(0) T* () +p3(t) 1 [e*(8) - ()]

SpTOTR*() (TH(E) - T(8)) - k() (T (1) - (1)) ]

>0 : (36)

1t

for alle kontrolfunktioner K(t), c(t) og Tp(t), der opfylder ulighederne
(22), (23), (27). Selve lpsningsproceduren bestar i ferst at finde de optima-
le kontrolfunktioner ved successivt at indsaette greenserne i uligheden (36)
og derefter finde de optimale trajektorier og de hertil hgrende generalise-
rede impulser ved lpsning af Hamiltons kanoniske ligninger (32), (33).

Lksempel. Da uligheden (36) skal veere opfyldt for alle kontrolfunk-
tioner, der blot opfylder begraensningerne (22), (23), (27), skal uligheden
specielt vare opfyldt i det tilfeelde, hvor k(t) = k*(t) og \Hx?\.w = N.M«Q.
Indszttes disse udtryk for k(2) og Ty, (1) i (36), fis uligheden

A = (1 -p{(t) T1) +p3(t) Y[c* (1) - c(t) ]> 0. (37)

Da denne skal vare opfyldt for alle funktioner ¢(t) inden for graenserne
(27), mi det gaelde, at

M hvis >0
*(t) =4 ¢, hvis (1-pi(t)) T*(1) +p3(e) <0 (38)
ubestemt hvis =0
Pa lignende méide {astlegges k*(t) og NM«Q‘
Ko hvis >0
kx1) =10 hvis p? (1) (Tp() - T*(1) <0 (39)
szmm:ﬁ:ﬂ hvis =0
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ﬁ T, hvis >
Th(t)= M T, hvis p;* () <

ubestemt hvis

Der er altsd kun brug for to varmereservoirer, det varmest og det koldest mu-
lige, og to konduktanser hertil, den maksimale og nul. Indszttes disse var-
dier i Hamiltons kanoniske ligninger, opnds et antal dellesninger (grene)
svarende til antallet af kombinationer af vaerdierne for k*(t), ¢*(t) og ﬁn«t

Dellgsningerne skal stykkes sammen til en lgsning pa hele tidsinterval-
let [0, 7]. Ved sammenstykningen skal der tages hensyn til, at funktioner-
ne T(t), V(t), pr(t), p2(t) samt Hamiltonfunktionen skal veere kontinuerte
i tidsintervallet [0, 7] samt periodiske med perioden 7. Nér alle de mulige
legale sammensatninger af dellpsningerne er bestemt, udregnes vardien af
ydelsesindexet, ligning (30) for hver af disse sammensatninger. Den opti-
male sammensa&tning er sa den, der gor ydelsesindexet storst.

Den samlede lgsning i det konkrete tilfalde, dvs. den optimale
cyklus. er vist i figurerne 2 og 3. Figur 2 indeholder kontrol-
funktionerne, altsd de storrelser, der kan varieres udefra; det er
reservoirtemperaturen N,M«&, varmekonduktansen hertil « *(¢)
og den relative volumenhastighed c*(¢). Tilstandsfunktionerne,
som beskriver arbejdsgassens tilstand, og altsa ikke vilkarligt la-
der sig bestemme udefra, men er afledte fra kontrolfunktioner-
ne, er volumenet V*(t) og temperaturen 7%#(t); de er vist i figur
3. Der er flere bemarkelsesvaerdige resultater, dels at der kun
er brug for to varmereservoirer, det varmest og det koldest mu-
lige, dels at den optimale varmeledningsevne k*(t) er maksimal
under hele kredsprocessen, dvs. der indgér ingen adiabater, og
varmereservoirerne skal siledes aldrig isoleres fra arbejdsgassen.
Vi ser ogsa af figur 2, at den relative volumenhastighed c*(t)
derimod ikke kun skal antage sine ekstreme vardier. Sammen-
ligner vi nemlig med temperaturfunktionen i figur 3, ser vi, at
der er to isotermer i kredsprocessen, og for at varmeoverferslen
kan nd at felge med, md den relative volumenhastighed ikke
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Figur 2. De optimale kontrolfunktioner over en periode 7 for en helt fri

optimering af et cylinder-stempel system. c*(¢) = V/V er den relative vo-

lumenudvidelse og k*(#) varmekonduktansen til reservoiret med tempera-
turen ﬂm ().

0 4t ot 1

Figur 3. De optimale trajektorier for et cylinder-stempel system. V*(t) og
T*(1) er henholdsvis arbejdsgassens volumen og temperatur.
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vare for stor. Den interessanteste funktion er maske V*(1),
hvor det ses, at alle volumenzndringer skal ske eksponentielt,
og at funktionen er tkke-differentiabel i enkelte punkter. For-
skellen fra den szdvanlige, naesten sinusformede stempelbevee-
gelse er sldende.

Vi har brugt en del plads pa at forklare brugen af optimal
kontrol teori til losning af endelig-tids termodynamiske problem-
stillinger, fordi denne metode giver de mest udtemmende oplys-
ninger om hele systemets opforsel undervejs i processen. Denne
fuldstaendige losning koster selviplgelig ogsd et betydeligt be-
regningsarbejde, og det vil i de fleste tilfaelde vacre tilstraekkeligt
at finde graenser for ydelsen, f.eks. ud fra potentialerne i afsnit
3. De optimale lpsninger ma ipvrigt ikke forveksles med ingenio-
rers velkendte simuleringer, der tilstraeber matematisk at beskrive
ct bestemt system sd pracist som overhovedet muligt. Vore mo-
deller pratenderer ikke naer en sidan pracision, men er formu-
leret i stor generalitet for at beskrive, eller rettere s®tte gren-
ser for, en hel klasse af virkelige systemer.

Vi slutter med en kortfattet beskrivelse af to noget mere
komplicerede konfigurationer.

5. Optimal kaskade af endoreversible varmemaskiner

Vi satter to endoreversible varmemaskiner i forlengelse af hin-
anden som vist i figur 4, saledes at de ydre varmereservoirers
temperaturer 7;; og 7T, holdes konstante, mens det mellemlig-
gende reservoirs temperatur 7 frit kan variere [2]. Som i det
foregiende afsnit spger vi den fuldstzendigt frie maksimering af
den samlede arbejdseffekt fra de to maskiner. Vi skal altsi fin-
de de optimale dellpsninger for hver maskine og kombinere dem,
hvorunder savel den mellemliggende temperatur T som fasefor-
skellen £, mellem de to maskiners cykler er frie.

Det overraskende resultat er, at den maksimale totaleffekt er
helt uafhangig af 7" og t. De enkelte maskiners effekt og de op-
timale tidsfunktioner afhaenger selvfolgelig af T og ¢y, men altsi
ikke summen. Det betyder, at termodynamikken ikke kan af-
gore, om en bestemt motor- eller koleopgave bedst udfpres med
et, to cller flere trin, eller i givet fald hvorledes temperaturfaldet
skal fordeles mellem de enkelte trin, s& leenge den totale varme-
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Figur 4. Kaskade af to endoreversible varmemaskiner.

modstand holdes konstant. Man kunne forestille sig, at tekniske
begransninger pi volumen, volumenforhold, tryk m.m. kunne
lose sporgsmalet, men, da man samtidig fir mengden af arbejds-
gas i de to maskiner som nye parametre, er systemet stadig
ubestemt. Der md altsa ligge andre tekniske grunde bag den ud-
bredte praksis at serieforbinde hej-, mellem- og lavtryksmaski-
ner i kraftveerker og store kompressorstationer.

6. Varmemotor med slavereservoir

Som en forbedring af modellen i afsnit 4 kan varmeudveksling
med cylindervaggen beskrives ved at tilfeje et passivt slave-
reservoir [7], som vist i figur 5. Slavereservoiret er koblet til ar-
bejdsgassen gennem en fast varmekonduktans K., Og reservoiret
er isoleret fra omgivelserne, siledes at en ydre kontrol med re-
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Ts (1)

g (t)

Figur 5. Cylinder-stempel system, som udover det drivende varmereservoir
ﬂx?c er forbundet til et passivt slavereservoir ﬁ?g gennem den faste var-
mekonduktans K

servoirtemperaturen 7,(¢) er umulig. Slavereservoiret kan ogsa
beskrive tab hidhgrende fra kobling af den termiske bevagelse
i arbejdsprocessen til andre frihedsgrader. Ved stigende gastem-
peratur vil flere gasmolekyler f.eks. eksiteres til hpjere vibra-
tions- og rotationstilstande, hvorved der optages varme. Ved
efterfolgende fald i gastemperaturen vil varme atter frigives,
men med en vis forsinkelse som afhanger af koblingen mellem
frihedsgraderne. Med andre ord vil slavereservoiret faseforskyde
varmetransporten fra/til arbejdsgassen. Den foregdende simplere
model nds i begge granser k> 0 og k.~ >, hvor slavereservoiret
enten er helt frakoblet arbejdsgassen eller er en integreret del
af denne. Ved tilfgjelse af dette slavereservoir stiger komplek-
siteten af det tilhgrende optimale kontrolproblem drastisk. An-
tallet af differentialligninger oges med en faktor to, og ligninger-
ne, der er koblede, bliver staerkt ulinezre. I dette tilfzlde er det
lykkedes at finde de forskellige typer af grene, der kan indgd i
den optimale Ipsning. Da dette antal er betydeligt storre end for
den simplere model, bliver antallet af mader, hvorpa grenene
kan sammensattes til en lgsning pa hele perioden 7, si stort, at
det endnu ikke er lykkedes at finde den optimale kombination
af grenene.

I figur 6 og 7 er der vist et eksempel pa en mulig cyklus. Den-
ne ligner meget den optimale lgsning i figur 2 og 3 bortset fra,
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at temperaturerne 7, og 1; overskydes lidt for at fi slavereser-
voiret med 1 perioderne [¢3, t4] og {t,, 7] som forberedelse til
isotermerne.
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Figur 6. De optimale kontrolfunktioner over en periode 7 for cylinder-
stempel systemet i figur 5. Betegnelser er som i figur 2.
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Figur 7. De optimale trajektorier over en periode 7 for cylinder-stempel
systemet i figur 5. Slavereservoirets temperatur ﬂwﬁt er tegnet stiplet.
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7. Fremtidsudsigter
I det foregdende har vi refereret et skonsomt udvalg af, hvad der
er udviklet i endelig-tids termodynamik siden dens start i 1975,
med det hab at vise hvilken radikal virkning, begransningen til
et endeligt tidsforleb har, og hvilke beregningsmetoder, ende-
lig-tids termodynamik kan tilbyde i den forbindelse. Til interes-
serede leesere har vi tilfgjet referencer [8-11] til andre lignende
studier, hvoraf bl.a. betydningen af systemers endelige storrelse
[8] og hvad der optimeres [9] fremgar; ogsd okonomisk teori
kan drage fordel af de termodynamiske graenser [10].
Endelig-tids termodynamik har fra sin start segt at satte
realistiske greenser for systemers ydelser ved at samle dem i
grupper, hvis vaesentligste tab kunne beskrives teoretisk. Analy-
sen ligner meget den traditionelle, reversible termodynamiks,
men er selvfplgelig blevet betydelig rigere pa grund af den til-
fojede tidsdimension. Vi forventer, at endelig-tids termodyna-
mik i stadig stigende grad vil blive brugt dels til sammenligning
med faktiske maskiners og processers ydelser med henblik pa
lokalisering af mulige forbedringer, dels i projekteringsfasen til
at afveje tab mod hinanden og fa et overblik over prisen (i bred
betydning) for at operere med en bestemt hastighed. Selvom
alle modeller, der har varet beskrevet i denne artikel, har drejet
sig om varmemaskiner, er det en af termodynamikkens skonhe-
der, at alle resultater, blot med aendringer i notationen, lige sa
vel kan anvendes pd systemer i kemi, atomfysik, osv. Som de
sidste to afsnit er udtryk for, ligger videreudviklingen af endelig-
tids termodynamik givetvis indenfor sammensztningen af allere-
de optimerede enheder, siledes at hele systemer kan opbygges
og analyseres. Overszttelse af de nye fremgangsmader til biolo-
gi, populationsanalyse, gkonomi m.m. er ogsd indenfor rekke-
vidde.
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